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Rustra  conarer  jignificare  verbis  quanti 
faciam  honorificam  mentionem  tum  mei ,  tum 
Opufculi  ante  aliquot  annos  a  me  editi  ,  quaf- 
dam  annotationes  in  Newtom  Quadraturam  Cur¬ 
varum  continentis  ,  quam  ad  Dominum  FeRNER 
amicum  meum  fingularem  fecijh  .  Ejufmodi  te- 
jlimonium  tanti  in  re  Mathematica  viri ,  fortif- 
fimos  ,  oportet ,  (limulos  animo  addat ,  quibus  ad 
plura  perfiequenda  exciter ;  fed,  ut  verum  fatear , 
occupationes ,  quae  fecundum  no  (Irae  Statuta  Aca¬ 
demiae  munus  fequuntur  P rofejj orium ,  adeo  funt 
afiiduae ,  ut  parum  temporis  relinquant ,  quod  Sci¬ 
entiae  parandis  incrementis  impendatur .  Pofi  edi- 
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tam  Quadraturam  Curvarum  ,  in  quam  varia , 
quae  irrep ferunt  etiam  errata  typographica ,  beni¬ 
gne  ,  quod  precor ,  excufabis ,  cum  correctioni  ty¬ 
porum  praeejfe  ipfe ,  gravi  tum  ajfiiclus  arthriti¬ 
de  ,  non  poteram  ;  nonnulla  quidem  haud  unius 
argumenti ,  partim  in  aciis  Academiae  Scientia¬ 
rum  Stockolmienfis , partim  in  dijfertationibus  hic 
Upfaliae  habitis ,  tr aci avi .  Verum  quia  funt  ifiius- 
tnodi ,  Academicae  ,  quae  dicuntur  ,  differtatio- 
nes  ad  captum  refpondentium  juvenum  plerumque 
accommodandae  ,  intempefiivum  foret  tua  ,  VlR 
Celeberrime  ,Sttudia  talibus  nugis  interpellare . 
Potius  memorem,  Typographos  noflrae  regionis  ra¬ 
ri  ffme  fuis  impenfs  opera  quaedam  cujus  demum- 
cunque  argumenti ,  imprimenda  in  fe  fufcipere , 
Mathematica  autem  prae  caeteris  recufare,  non  mo¬ 
do  quod  Calculus  ,&  Analy fis  ,folLicmoris  accura¬ 
tionis  multum  pofiulet  in  imprimendo  ,fed  &  prae¬ 
cipue  quod  pauci  admodum  apud  nos  Scientias 
Mathematicas  profiteantur ,  librosque  proinde  illis 
dicatos  perquirant  .  Vix  quindecim  exemplaria 
tractatus  de  Quadratura  Curvarum  intra  Sveciam 
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emtores  invenerunt .  Haec ,  Vir  Celeberrime, 
caufa  ejl  unice ,  cur  mandato  obtemperaturus ,  quod 
litteris  ad  Dominum  FerNER  iterum  mijjis  injun- 
xifh ,  tuoque  adeo  fatisfaclurus  dejiderio  ,  nonnifi 
manufcriptum  hocce ,  quod  vides  ,  de  Lunae  Theo¬ 
ria  fpecimen  nunc  pojfim  mittere  .  Totus  mihi  & 
ex  animo  gratularer ,  Ji  ubi  illud  non  difp  licuerit , 
at  Ji  typis  infuper  non  indignum  reputaveris ,  prae¬ 
clarum  tuae  in  me  benevolentiae  documentum  ha¬ 
bebo  .  Si  forte  tuo  in  Solo  non  defuerit  Typogra- 
phus  ,  qui  huic  dijfertatiunculae  edendae  fua  im- 
penfa  auxiliares  praebere  manus  non  recufav erit , 
ultra  40.  vel  $0.  paginas  in  forma  oclavo  majori 
haud  putem  confecturum  ;  poteritque  tum  titulus , 
quem  initio  pofui  ,praefgi.  Atqui  tuo  ego  ea  omnia 
arbitrio  fub jecero.  Valde  cupio  de  legibus  Gravita¬ 
tis  opus  tuum ,  cujus  ad  Dominum  FERNER  fche- 
diafma  mifijli ,  contueri ,  ajfdueque  volvere  ,  tum 
quod  te  opus  illud  auctorem  habiturum  fit ,  tum 
quod  Geometriae  fuum  decus  ,  fplendoremque  illo 
mihi  videaris  opere  refiituere .  Quae  tibi  molienti 
aufim  interea  fateri  ego ,  nofiri  aevi  Geometras 
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fuae  Analyjl  plus  jujlo  tabuere  videri  mihi  ,  & 
Hannibalis  injlar ,  quem  fuae  capiebant  Alpes ,  in¬ 
vias  per  rupes  amare  potius ,  arduofque  colles ,  ad 
metam  propojitam  tendere  analytica  indujlria , 
quam  paullulum  deflectere ,  planamque  Geometriae 
viam  ac  largam  perfequi .  Quanquam  juxta  haud 
dijjimulem,  quod  in  alus  reprehendo  ,  idem  mihi 
confuetudine  adhaejifje  vitium ,  dum  aliorum  forte 
exemplis  incitatus  Analyfn  potijfmum  ab  ineunte 
aetate  colere  jucundum  duxerim . 

Tuo , Celeberrime  Vir,  favori,  &  amicitiae 
commendatus  ,  quoad  vixero  ero  tuus  fervus  hu¬ 
millimus  . 


Upfaliae  die  5.  Julii  iyGS. 
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^Icut  in  omni  Problemate  mechanico  virium  aefti- 
matio  ad  earum  effe&us  cognofcendos  requiritur  ,  ita 
etiam  in  Lunae  theoria  primum  fe  fe  offerunt  vires 
illam  utcunque  cogentes  indagandae ,  ex  quibus  dein¬ 
de  ad  ejus  varias  motuum  mutationes  concludendum 
erit :  hae  vires  per  methodos  notas  in  analyfim  intro- 
duftae  ,  eandem  reddunt  magis  vel  minus  implicitam, 
pro  earum  variis  modificationibus ,  &  artificiis  eafdem 
in  formas  reducendi  fimpliciilimas  .  Per  hanc  proprie¬ 
tatem  expreffionum  analyticarum  via  fternitur  ad  con- 
clufiones  fimplices  ,  &  ,  quantum  problematis  natura 
permittit ,  abfolutas  ,  facilioresque  conftruftiones  .  Si 
fecundum  haec  principia  analyfeos  in  Lunae  theoria 
ufitatae  examen  inftituatur  ,  deprehenditur  i  °.  vires  So¬ 
lis  turbantes  cum  viribus  telluris  Lunam  urgentibus  ita 
fuiffe  compofitas,  feu  potius  reduftas  ,  ut  efficiant  du¬ 
as  fummas  pro  motu  Lunae  in  longitudinem  ,  fecun- 
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dum  totidem  agentes  dire&iones  ?  eademque  artificia  in- 
fervire  ,  fi  aliae  quaelibet  vires  turbantes  effient  adfci- 
fcendae  >  ad  omnes  reducendas  fecundum  illas  dire&io- 
nes  eafdem  ,  eaque  ratione  viam  ad  praeparationem 
analyfeos  maxime  fimplicis  effe  calcatam  ,  cum  ulte¬ 
rior  virium  redu&io  obtinere  nequeat  :  &  i°.  dire- 
ftiones  earum  virium ,  quarum  una  tendit  verfus  cen¬ 
trum  telluris  >  ut  centrum  principale  9  &  altera  in 
plano  motus  fita  normaliter  ad  hanc ,  fimiliter  ut  ana- 
iyfi  commodiffimas  eligi  .  Hoc  affatim  inde  firmatur  , 
quod  hac  ratione  illae  vires  fecundum  duas  praedi¬ 
atas  direftiones  agentes  fint  in  magna  ratione  inae¬ 
qualitatis  ad  fe  mutuo  >  per  quam  proprietatem  ,  quum 
motus  Lunae  a  vero  parum  abludens  prima  vice  de¬ 
terminabitur  ,  tum ,  etiam  aequationes  analyticae  eam 
induent  formam  ,  ut  approximationes  5  fi  modo  pro¬ 
blematis  natura  abfolutam  non  admittat  folutionem , 
procedant  9  ut  taceam  alias  quafcunque  direfHones 
virium  eam  ,  dummodo  problema  analytice  erit  tra- 
ftandum  ,  parere  calculi  moleftiam  9  dum  hae  in  ana- 
lyfin  ad  Lunae  orbitam  inveniendam  introducendae 
erunt  5  ad  quam  extricandam  omnia  hu cuique  cognita 
calculi  fubfidia  haud  fufficient  * 
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Cum  igitur  mihi  liceat  reputare  virium  Luriam 
utcunque  urgentium  redu£Honem  in  duas  fummas,  fe¬ 
cundum  jam  defcriptas  dire&iones  agentes  ,  ut  prae¬ 
cipue  commodam  ,  ad  debitam  analyfin  inftituendam 
pro  motu  Lunae  indagando  ,  quaenam  fint  illae  vires 
videndum  erit  .  Licet  corpora  fingula  planetarii  fy- 
flematis  in  fe  mutuo  gravia  fint ;  neque  Newtonus,  ne¬ 
que  fubfequentes  Geometrae  Lunae  turbationes  quae  li¬ 
verunt  ab  aliorum  quam  unius  Solis  aEHonibus  ;  ne¬ 
que  fimiliter  me  judice  ad  aliquam  majorem  aut  no¬ 
tabilem  obtinendam  accurationem  pertinebit  ,  analy¬ 
fin  fat  operofam  ulterius  implicare  ,  confiderando 
plurium  corporum  aftiones  concurrentes  ad  produ¬ 
cendas  Lunae  motus  inaequalitates  •  Si  aliquae  reli¬ 
quorum  Planetarum  a&iones  in  cenfom  venirent  ,  Ve- 
hus  cum  Sole  inferius  conjunfta  ,  &  Jupiter  oppofitus 
forent  attendendi  .  Haec  corpora  duplici  modo  Lu¬ 
nam  afficerent  ,  quum-  fcilicet  confimiles  cum  illis  a 
Sole  genitis  errores  producendo  ,  tum  etiam  aliquas 
mutationes  in  ipfis  illis  a  Sole  oriundis  inaequalitatibus 
ea  ratione  efficiendo  ,  quod  turbent  orbitam  telluris  a 

figura  elliptica  ,  ita  ut  pro  ejus  radio  veflore  non 
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idem  ac  in  ellipfi  fubftituendus  effet  ,  dum  analyfis 
peragitur  .  Ad  prioris  generis  turbationes  a  Veneris 
aftione  oriundas  quod  attinet  ,  facili  deprehenditur 
negotio  aequationem  maximam  quam  produceret  , 
unum  minutum  fecundum  vix  fuperaturam  fore  ,  illa 
ejufdem  generis  a  Jove  derivanda  pauca  minuta  ter¬ 
tia  haud  excedente  .  Et  cum  tanta  accuratio  hoc  in 
negotio  haud  defiderari  videatur  r  ut  error  i non  fu- 
peret ,  etiam  ifta  confideratio  in  Lunae  theoria  praeter¬ 
mitti  poterit  ,  faltem  analyfin  illas  introducendo  vires 

ulterius  componere  fupervacaneum  erit  f  cum  errores 
ex  illis  oriundi  femper  ligillatim  determinari  queant  , 
fi  opus  efle  judicetur .  Inaequalitates  ab  altera  illa  cau- 
fa  proficifcentes  haud  minori  jure  negiigi  poterunt  ; 
quin  etiam  variatio  radii  orbitae  telluris  ab  ipfius  Lu¬ 
nae  repetenda  aftione  nullas  in  ejuldem  motu  fenfibi- 
les  producet  aequationes ,  dum  fcilicet  ad  tellurem  ut 
centrum  ejus  referuntur  motus  mutationes  . 

Hifce  fic  pofitis  non  nili  duplex  folvendi  proble¬ 
ma  de  motu  Lunae  indagando  erit  via  *  Una  ab  ana- 
lyftis  noftri  aevi  potiffimum  calcata ,  Se  quae  vires  ra¬ 
tione  prius  expofita  reduftas  fimul  confiderat  ?  eafque 
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in  analyfin  una  introducendo  ,  orbitam  Lunae  ex  illis 
viribus  defcribendam  indagat  .  Altera  quae  ordiendo  a 
figura  circulo  finitima  ,  vel  ellipfi  ,  vel  figura  ad  or¬ 
bitam  Lunae  veram  adhuc  propius  accedente  ,  novas 
&  novas  vires  addendo  per  plures  correftiones  ap¬ 
propinquare  continuo  docet  .  Utriufque  hujus  methodi 
calculo  &  analyfi  applicandae ,  in  fequentibus  fpecimen 
dare  convenit  ,  quum  ad  oftendendum  quam  variis  mo¬ 
dis  in  re  Mathematica  ad  eafdem  conclufiones  perveniri 
poterit ,  tum  etiam  ut  ex  propria  analyfi  de  impedimen¬ 
tis  theoriae  Lunaris  ulterius  via  analytica  promovendae 
argumentari  mihi  integrum  fit .  Propofitum  itaque  fit  • 

PROBLEMA  I. 

De  fer  ibat  Corpus  data  cum  velocitate  egredieris  a  puncto 
dato  M  curvam  aliquam  MCH  ,  &  in  omni  pun¬ 
cto  C  curvae  urgeatur  duabus  viribus  &  n  ,  priori 
tendente  verfus  punctum  datum  D  >  pofleriori  in  pla¬ 
no  motus  fit  a  y  tendente  in  directione  ad  vim  priorem 
normali  ,  &  oportet  invenire  curvam  deferibendam  . 

Sit  arcus  A  C  curvae  ,  quam  minimus  virium  im- 
pulfu  in  A  deferiptus  tempufculo  d.  t  ,  &  cum  A  C 
arcus  coincidat  cum  refta  dufta  ab  A  ad  C ,  produ¬ 
catur  AC  ad  F ,  ita  ut  ,  fi  nullae  vires  agerent  in  C , 
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IZ 

Corpus  defcriberet  C  F  tempore  d  t  -t-  d  d  t .  Agantur 
jam  a  pun&o  D  reftae  D  A  ,  D  C \  D  F  ,  &  loco 
ejus  quod  Corpus  r  nulla  agente  vi  in  C ,  effet  elapfo 
tempore  dt^ddt  in  F  9 .  agat  vis  <p  ,  &  fit  Corpus 

.V  •  .  ,f  g 

in  punfto  o  illo  tempore .  Altera  autem  vis  tu  interea 
temporis  efficiet  Corpus  promoveri  in  direcHone  nor¬ 
mali  ad  radium  veftorem  per  aliud  fpatium  evane- 
fcens  ,  quod  ducendo  ,  o  H  normalem  ad  D  F  per 
ipfam  exponatur  .  Tempore  igitur  dt~+-ddt  erit  Cor¬ 
pus  in  ,pun6to  H 9  agentibus  duabus  viribus  tum  nor¬ 
mali  t r  ,  tum  centrali  <p  ,  &  jungendo  punfta  C  &  H , 
erit  refta  C  H  alter  arcus  evanefcens  curvse  defcri- 
ptus  tempore  d  t  -f-  d  d~t :  ducendo  reftam  DH  cen¬ 
tro  D  intervallis  D  A  ,  &  D  C  defcribantur  arcus 
A  B  ,  &  C  K  occurrens  D  F  in  /  ,  erit  ob  F  C  D 

m  I  /V  *  •  4  ,,  r-,  t:  -J 

—  C  A  D  C  DA  ,  &  KCD  —  B  AD  r  angui. 
F  C  l  =  C  A  B  -t-  A  D  C  .  Dufta  igitur  C  n  efficien¬ 
te  angulum  n  C  l  =  C  A  B  ,  erit  F  C  n  =  A  D  C  ?  & 
triangulum  C  A  B  fimile  triangulo  n  Cl,  nec  non  tri¬ 
angulum  F  C  n  fimile  triangulo  A  D  C  .  Hifce  conftru- 
£tis  fit  D  A  = x  )  B  C  ==  d x  7  AB  ==  d y  ,  A  C 
=  d  s  y  K  H  =  d  x  -4-  d  d  x  y  C  K  =:  d  y  -h  d  d  y  9  & 
cum  C  F  defcribatur  velocitate  in  C  continuata  9  erit 
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CF=ds .  i  -±i£i  .Sed  eft  D  C:DA::CF:Cn, 
feu  x  - 


d  t 


\" 


d 


x 


x 


t  *  d  s  •  i  — f— 


d  d  t 


x  d  s 


d  t 


x 


d  x 


d  s  :  dy  :: 


‘LdLL  ==  C  /z  ,  &  C  A  i  AB::  n  C  :  C 1 9  feu 

d  t 

x  d  s 


d  d  t 


x  dy 


•  I  — f— 


dd* 


x-hdx  *  *  r  ~~dT  fx d  x  ’  dt 

C  ly  erit  ergo  o  H=  l  K  =  C  K  —  C  /==  dy  -f-  d  dy 

x  d  y  .  d  d  t 


—  - dy 

x  — t —  d  x 


t  d  x 

—  - - _  —dy.  — - 

d  t  (x  H—  d  x  j  ^  x 


d  dy 


d  d  t 


dy  dt 

Rurfus  eft  A  B  :  C  B  : :  C  l  :  In  ,  feu  d  y  :  d  x  t: 

x  d  x 


x  dy 


d  d  t  u  ^  a  a  l  i 

— .  i  h—  — — —  i  — ~ — t~~  •  t  -4-  ~ —  ■ —  l  n  y  nec 

x-\-  dx  dt  x  — t—  d  x  dt  1  , 

non  D  C  :  C  A  : :  C  F :  F  n,  hoc  eft  x  -+-  d  x  :  ds  : : 

*  /  - 

x  -j-  ‘tyj:  ===  F  n  y  ergo 


d  d  t 


d  s  .  i  —f— 


d  d,  t 


d  s 


d  t 

F  n  -f-  n  l  -=x=iF  l 
habetur  F  o  = 


x  — W  d  x  d  t 

d  s  ?  -4—  x  d  x 


x  -+-  d  x 

Fl—ol  =  Fl—HK 


d  d  t  i 

x  -4-  -j—  ,  unde 


dt 
ds 2 


x  d  x 


x  H—  d  x 


1  ^  x  —  d  dx,  hoc  eft,  ponendo  d  x  2 -4-  dy 


d  t 


pro  ds2  ,  &  rejiciendo  differentias  tertias  ,  orietur  F  o 
— —  — d  d  x  -+-  — i-~  -  •  .  Defcribuntur .  vero  F  o  ? 


dt 


&  H  o  fpatia  viribus  <p  &  7zr  refpe&ive,  ,  tempore 
d  t  d  d  t .  Ergo  F  o  ===  <p  .  (  t  -4-  d  d  t  )2  ,&  Ha 
—  n.  (d  ddt)\  feu  F  o=.y  dt2 , &H  o=L7rdt2  y  ut 1“ 
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de  orientur  aequationes  <f  d  t 
&  7T  d  t2  =  d  y  . 

P  Ktr 


dy% 


— .  ddx 


dx  ddt 

~77~ 


d  x 


d  dy 


ddt 


d  y  d  t 

Haftenus  nulla  differentia  prima  ut  conftans  pofi- 

\  / 

ta  eft  •  Sit  itaque  d  t  conftans  ,  unde  d  d  t~  o  .  Sit 
praeterea  angui.  M  D  A  =  ^  ,  unde  AD  C  d  ^ ,  & 
d  £  =r  — jl  ,  &  d  y  =  d  x  d  |  -4- 'x  d  d  ^  .  Hifce  va- 
loribus  fuffeftis  ,  habentur  duae  aequationes  7t  d  t  2  = 
%  d7^d  x  4-  x  d  d^  ,  &  <f  d  t  2  =  x  d  —  d  d  x  9  quae 
folutionem  problematis  continebunt  .  Hae  aequationes 
jam  eaedem  cum  iis  a  Domino  Clairaut  in  traftatu, 
qui  Petropolitani  praemio  eft  decoratus  ,  allatis  depre¬ 
henduntur  .  Prior  harum  aequationum  dat  n  d^= 

id  71  d  x  x  d  7  d  d  7  ai  *  .  .  ^  T 

- _v — i —  .  Ad  hujus  mtegralem  inve¬ 
niendam  inferviet  hoc  theorema  :  fi  fuerit  n  d  ^  = 

2  p 

2  -  -  —  I 


7 r 


P  d  l  d  x-4  gx  d  ^d  d  £  f  ^  x 

dt 2  q 

±P 

f2~  •  Orietur  itaque  f1  -f-  f.  z  it  x  5  d  [ 

 x2di 


x^d 


d  t 


,  feu  dt 


rj 


^  2  j:  k  x'  d { 

Loco  ipfius  d  t  conflantis  fit  dd  [  =  o  ,  &  erit 

dy  =x  d  {  ,  &  d  dy  =  d  x  d  ^  y  quibus  valoribus  fub- 


ftitutis  in  aequatione  n  d 


ddy 


ddt 


dy 


dt 


x 


ib 

habetur  7r  d  t2  =  i  d  x  d  r  —  — —  ^AAl  feu  7r  7= 

1  d  t  ,  1 


c 


2.  d  x  d  t _  x  d  d  t 

7Z 


)  cujus  aequationis  ,  dum  { 


2  /■  7T  ‘i  { 


dl * 

jam  ponitur  conflans  ,  per  confimile  Theorema  ,  ac  illud 
dudum  allatum,  integralis  efl 

ut  prius  . 

Conflans  affumta  /*  determinatur  ex  utravis  ha¬ 
rum  aequationum  ,  ponendo  f.  tz  x  3  d  ^  =  e  ,  quod 

fiet  in  mitio  motus  ,  feu  in  Af ,  ergo  f2=  5  feu 

x2  d  z 

f  =  ,  hoc  efl  ponendo  in  initio  motus  radium 

ve  florem  ,  feu  i?  M  =  1  ,  &  pro  d  ?  fuum  valorem 


Ay 


x 


,  erit  f- 


y  hoc  efl  ,  fi  angulus  projeftio- 

nis  efl  reflus  ,  erit/  =  velocitati  initiali  ;  fin  vero  iite 
angulus  non  fit  reflus  ,  fit  fin.  ang.  projefl.  =  h  ?  & 

erit  M  N= 

fi  ' 

r  h  d  s 
g,entf=  jy 

dy> 


ci  y 

—  ,  feu  dy  ^=-Jvds  ,  unde  pofita  velo* 


citate  initiali  = 

Aequatio  jam  (f  d  t 


X 


-  h  g 

dd  x 


occurrit  reducenda  ;  eum  in  fmem  fit  — ^ 


X 


d  x  d  d  t 
d  t 

d  £  con- 

flans ,  unde  ponendo  pro  d  t  fuum  valorem  inventum , 
&  d  ^d  x  pro  d  d  y  ,  ex  aequatione  7r  d  t  2  =  d  y  „ 

d  x  d  dy  d  dt  1  1  1  ♦  1  •z'  ddt 

~~  —  — -  deprehenditur  valor  lpfius  —jj 


i6 

qui  pro  ipfo  in  priori  aequatione  fuffe&us  dat  f 

d  7 ~  /2  J  J  %  d  x 

— - - — — —  —  x  d  7  — •  dux  — H  — — — * 

vcxldldx  ?  fell  xd  f-  ddx-i- 

X  4  d  l2 


f.  7 r  di 

7 r  dx 


x 

2  dx2 

X 


0 


x  d  i)  *  g2  h%  z  /  7t  dl 


X 


,  unde,  ponendo 


/ 


X' 


,  fiet  v  d  { 1  -4-  d  du 


d  7^ 


8 


2  h2  v 


7V  d 
vd{ 


V 


71  d  i 


Zf'v^g2k2j 

=  o  .  Aequatio  haec  coincidit  cum  iila  a  Domino 

d’  Alembert  exhibita  in  Theorie  de  la  Lune .  Eadem 

haec  aequatio  facili  quoque  negotio  deducitur  ab 

aequationibus  <p  d  t2  =  xij2  —  1/  x  ,  Si  n  d  t2  = 

zd^dxHrxdd^j  quarum  pofterior  ,  ficut  prius  efi: 

.  ,  #  x 2  d^ 

inventum  ,  dat  d  t  =  ?/— tt - — hae  aequa- 

*  h-  — [ .. .  >2  *  "T^r  ^ 

tioiies  obtinent  dum  d  d  <?.  Ponatur  ergo  x  =  — > 

o  v 

nec  non  valor  ipfius  r  pro  ipfo  in  aequatione  priori  , 
&  fiet  <p. - d- - —  d*2  ddv 


V' 


2  d  v 


v 


.  Dum  vero  eft  d  dt=z  o  ,  erit 


2  d  v: 


V 


71  d  v  d  £ 


V 

2 


( 


g1  h2 


V 


3 


-  v/  -2L£i)  5 

V  >  s 

orietur  aequatio  d  d  v  -f-  v  d  { 


hoc  valore  pofito  pro 


g 


d 72 

V  _ 

2  L2  „.2  X 


<p 


7T  dv 
V  d\ 


*7 


I-t-2  / 


Tt  d  l 


o  ,  ut  prius  ;  hae  redu&iones  fatis 


* 

3 


fimplices  videntur  .  Q.  E.  I. 

§.  IV. 

Aequatio  differentiatis  inventa  naturam  Curvae 
defcribendae  exhibens  ,  fub  hac  forma  ulteriorem  pati 
reduftionem  non  videtur  ,  ejufque  abfoluta  integratio 

tanto  minus  erit  expe&anda,  cum  quantitas  f. 
antequam  v  in  fun&ione  aliqua  ipfius  {  determinari 
poterit  ,  affignari  nequeat  ,  relatio  autem  per  quam 
v  in  {  dabitur  ,  eft  illa  ipfa  ,  quae  per  hanc  aequa¬ 
tionem  quaeritur .  In  applicatione  autem  hujus  aequa¬ 
tionis  ad  motus  corporum  coeleftium  indagandos ,  cui 
fini  generaliter  per  totum  fyftema  planetarium  aeque 
inferviet  ,  feliciter  ea  obtinet  conditio^  ut  vis  7 r  exi¬ 
gua  fit ,  &  quantitatem  {•  p  exiguam  propterea 
reddat  ,  ita  ut  in  approximatione  inftituenda  ,  quae 
ad  aequationem  inventam  integrandam  unica  erit  via, 
prima  vice  negligi  queat .  Hanc  approximationem  or¬ 
diendo  per  conjeftionem  ultimi  hujus  termini  in  fe- 


riem  infinitam  ,  habebitur  ld  dv  -4-  v  d  ^ 


<P  * 


v2  Sg 


* 


1 


t8 

z  <f> 


1/2  gg 


.r.  Eli  +  Ellll.  +.  &c.  s 


V’gg 


^gg 


ubi 


h  =  i  ,  feu  angulus  proje&ionis  eft  re&us  $  hujus 
aequationis  examen  inftituendo  deprehenditur . 

i°.  Illam  per  antecedentia  conftrui  non  poffe  9 

quandiu  terminos  continet  formae  /•  ^  • 


2°.  Quatenus  autem  terminus  eft  admo- 

v > 

dum  parvus  ,  illo  rejefto  ,  obtineri  orbitam  mobilis 
ex  aequatione  refidua  a  vera  parum  abludentem. 

3°.  Aequationem  ,  hujufmodi  terminis  rejeftis  ,  fieri 
formae  d  d  u  -+-  N 2  v  d  M  F  d  R  O  dv  d  ^ 
=  o  7  ubi  M ,  R ,  &  P  7  O  funt  funffiones  ipfarum 
{  &  v  refpeftive  ,  qualium  formarum  conftruftio  ne¬ 
que  in  alicujus  Analyftae  potefta te  huc  ufque  eft  ? 
illamque  propterea  ulterius  effe  limitandam  . 


4*.  Aequationem  adhuc  praebere  terminum  — , 

‘V  ^  g  g 

qui  perinde  rejeftus  efficit  quidem  orbitam  prima  vi¬ 
ce  inveniendam  plus  recedere  a  vera  7  errores  autem 
per  quos  a  defcrihenda  differens  erit  ,  adhuc  erunt 


exigui 

9 

v3  gg 

MPd 


&  aequatio  fiet  formae  d  dv  -+~v  d  ? 
feu  potius  formae  d  d  v  -h  N 2  v  d  ^ 3 


{ 


o 


ld 


50.  Illam  aequationem,  dum  valor  ipfius  <p  fub- 
ftituitur  ,  plures  quidem  adfcifcere  terminos  ,  princi¬ 


palem  tamen  terminum  valoris 


9  d  ^ 
*2gg 


exui  variabili  v, 


quae  autem  in  reliquis  ejufdem  valoris  terminis  adhuc 
remanet  ,  verum  ea  conditione  ,  dum  pro  v  ponitur 
K  ,  ubi  t  eft  quantitas  parva  ,  quod  obtinet  in 
planetarum  motibus  ,  ut  termini  a  %  immunes  ,  &  po- 
teflatem  ipfius  t  fimplicem  involventes ,  reducantur  ad 
terminum  formae  N1  td^  ,  &  aequatio  induat  hanc 

*  ■  *  ■  ■  j  ’  ■  >  '■•••■  *  •> 

formam  ,  d  d  t  N 7 t  i  f2  -f-  M  d  ^ 3  -f-  O  t  d ^ 3  -h 
P  t2  di2  -H  &c.  -h  A  t2  di2  -f-  B  tdd^2  &c. ,  in  qua 
M ,  O  ,  P  funt  fun£fiones  ipfius  {  \  N 2 ,  A  ,  B  coef- 
ficientes  dati . 

6°.  Dum  valor  K  ^  t  ponitur  pro  v  ,  termini 

7t  d  T  M 

f*  — y-  portionem  principalem  fumi  pofle  ,  &  re¬ 
ferri  ad  terminum  M  d  £  2  ,  dum  n  determinatur  %in 
aliqua  funftione  ipfius  r  . 

7°.  Aequationis  huius  ultimae  conftruftionem 

j  j 

etiam  num  effugere  Analyftarum  follertiam  ,  ejus  vero 
proprietatem  illam  ,  quod  termini  (  O  t  -t-  P  t 1  &c.) 

d  i 2  ,  nec  non  (  A  t1  -f-  B  t3  -t-  &c.  )  d  { 3  tum  pro¬ 
pter  coefficientes  exiguos  ,  tum  ob  t  parvam  ,  unde 


zo 

fuperiores  ipfius  t  poteftates  adhuc  minores  erunt  , 
fint  valde  parvi  ,  novam  fubminiftrare  illos  rejiciendi 
terminos  rationem,  &  ex  aequatione  d d  t  -+»  N2 t  d ^ 

M  d  {2=  o  quaerere  orbitam  quidem  magis  quam 
prius  a  vera  difcrepantem . 

Septem  hae  obfervationes  de  indole  aequationis 
trium  corporum ,  vulgo  fic  diftae  ,  differentialis ,  eam- 
que  conftruendi  ratione  ,  iis  qui  hujufmodi  analyfeos 
experti  funt  ,  prius  admodum  familiares  erant  j  eas 
autem  adducere  volui  ,  cum  in  fequentibus  quaedam 
ratiocinia  de  impedimentis  theoriae  Lunaris  hujusmo¬ 
di  analyfi  ulterius  promovendae  iifdem  inaedificare 
fufcipiam  * 

§.  V. 

Prius  autem  ,  quam  ulterius  pergam  ,  ordo  jam 
requirit ,  ut  detur  conftruftio  aequationis  differentialis 
hujus  ultimae  ,  quam  unicam  omnium  ,  ad  quas  du¬ 
cit  poft  varias  limitationes  aequatio  trium  corporum 
primitiva  *  integrare  fortaffis  noverint  Anaiyftae  .  Pro- 
pofitum  itaque  fit  * 


Zl 

PROBLEMA  II. 

Integrare  aequationem  differ entialem  fecundi  gradus  d  d  t 

H-N  tdz  H-Mdz  =  o  y  ubi  d  z  conflans  ,  M 

functio  quaelibet  ipfius  z  ,  &  N  Z  quantitas  quaelibet 
data  . 

A  D  tollendum  t  ab  aequatione  propofita  ,  ipfi- 
que  conciliandam  formam  integrabilem  ,  pono  t  = 
c  71  Zy  ?  ubi  c  efl  numerus  cujus  logaritmus  efl  uni¬ 
tas  ,  n  conflans  arbitraria  ,  &  y  nova  variabilis  , 
eritque  d  t  =  n  c  y  d^  -4-  c  nZ  d  y  ,  &  d  d  t  = 
n1  c  y  d  {  1  zn  cn^°  dy  d  £  -+-■  c  d  dy  ,  quibus 
valoribus  pro  t  ,  &  d  d  t  fuffeflis  proveniet  n2  c  n^ydf 

z  nc  d  y  d  £  -4-  c  d  d  y  N  2  c  y  d 
Mdff  =  o  y  hoc  efl  ponendo  ,  ob  arbitrariam  n  y 
n  2-+-  N2=z  o  y  unde  n  =  z t  N  ,  erit  d  d  y 

z  n  dy  d  i  c~~n^  M  d  ^ 2  ==  o  .  Sit  jam  ?  ut  moris  efl 
in  reduftione  aequationum  formae  hujus  ultimae  ,  dy 
=  q  d^  y  &  d  dy  =  d  q  d  ^  r  &  habetur  aequatio  dif« 
ferentialis  primi  gradus  formae  Bernoullianae  d  q  -+- 
znqdq-\~c~~  Z  M  d  q  ==.  o  .  Quatenus  aequatio 
haec  inventa  continet  duas  tantum  variabiles  q  &  { > 
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earumque  differentias  ,  indicium  eft  utrumque  valorem 
ipiius  n  aeque  fervire  ad  aequationem  reducendam  , 
verumque  proditurum  fore  integrale  utrovis  adhibito  j 
retineam  fic  valorem  pofitivum  ipfius  n  ,  &  erit 
d  q  2  N  Y^T.  q  d  ^  c  ^  l  Af  d  £=  o  ,  quae, 
uti  diftum  erat ,  per  formas  notas  conftruitur  ;  brevius 
autem  fic .  Ducatur  aequatio  inventa  in  c 2  9 

&  habetur  d  q  .  c  2  z  N  V^T.  q  c2  ^  d  ^ 

-H  c  Af  d  {=  o  ,  cujus  integralis  eft  c  q 

JT  r  2  N  rV1 1  r 

jL=  o  9  ieu  y— ~ — c  1  ^ 

i  y;  c  Af  ^  .  Jloc  valore  pro  q  fub- 

ftituto  in  aequatione  jl y  •=  q  d  £  ,  habetur  d  y== 

-  c  -  Z  -  c  ~  d  z .  f.  c 


f.  c  AW{ 


—  2KH 


qua  integrata  orietur  y  = 

'e  ~  iyzi:Ni  dif.c  Mi{  -+-  G 


veniet  t 


N%V-i 


N(V=T. 


G 


~  f 

unde  pro- 
N^i 


i  V=T.N 

f.c-iNO^  fic  V=I:N^  Mdl. 

Conftantes  Z  &  G  fic  determinantur  .  Sit  t 

L 


dum  i  =  o  ,  &  habetur  J' 


i  V^T.N 


rius  q  =  a  ,  dum  {  ==  o  ,  &  erit 


a 


=  J, 

G  .  Sit  ulte- 
Z  5  eft  vero 


z 

j  —z  yt  ,  &  aequatio  d  t=zN  V^T.  c  y  £  ^  H 

**  t 

NrV^T  ,  ,  </*  j» _ N\V=T  NzV-T  dy 

c  1  dj,  dat  j-=N  V^T.c  1  j  +  c  1 *  — 


si 


/ 


quae  aequatio  ,  ponendo 


d  t 
dl 


6  ,  dum  £=0  ,  in  quo 


eodem  cafu  erit  y=r=^ ,  dat  £ —  N  V-lI  cT=  a 

—  L  Aqm  L  —  N  V=T.  J'  — *  g  ,  unde  G=  — 

/  '  1 


xNV=i‘ 

hos  fubftituendo  valores  pro  £  ,  &  G  in  aequatione 
inventa  ,  habetur  aequatio  integralis  completa  fequens 
C~V=T.N^  e-V^N^ 


i  xN.yzri 

c  ,  V=T.N\  r  _i  V=TNi 

x  N.  /•  c 

feu  t=  *  *r  -  ■  *Sm“yt 


dif.c  Mi. fi 


cT  Cos.  .A7*  { 


_  c 


yzr.Ni 


N 


f 


C  ~  lV=r-Nl y;  c  Q.  E.  I. 


Hoc  invento  oportet  jam  reducere  terminos  in 
quibus  figna  deprehenduntur  fummatoria  .  Sit  igitur 
M  =  H  B.  Cos.  p  f)  ,  eritque  f  c~~ 

M  d  i=  f.  c~N^  Hdi+f.  c~N^  dl  B.J 

c(A+Pi)V=i  ^_C-A-* -PlV=i  _  -NiV^h 

2  NV= f 

c  (-*  A  ~  Pi<-  N()  V^i  B 


{A  -y.pt~N 


B 


x(P  ~N)V=1 


2.  4 


c  B 


AV^i 


B 


.  ,  ponendo  fci- 

^  NV=T.  i (j>-N)V=i  x(-p-N)r=I  ^ 

licet,  dum  correftio  eft  facienda  ,  f.  c  ~l  M 

=  o  ,  dum  ^  =z  o  ,  Erit  fimiliter  f  c 


r.c~N '<**  Mi  *  =*'”*?. 


H 


xN-(V=i 


H 


(A+Pt  +  NOV^  B 


liiT-P2) 
c(J+i  N()Vri  B 


AT' 

£(_j_/{+a^5 


i(n2~p2) 


2.2iV(A^—  />) 


B 


- M *  B 


2.  2  N  (AM-7?) 
cAKiB 


2N' 

-AV^I 


B 


2  (^Y2  —  /?2 )  2  (A22  —  /?2)  2»lN(JW~,  py  2.  2  N^N-^c-p) 

correftionem  etenim  Aniliter  ,  ac  prius  conficiendo,  erit 

H 


igitur  0-^f.c  -  ttyic  ^tAf  t/r 


Ar 


Cos.  N\.  H  B.  Cos.  (A  p  k) 


N' 


N-P 

&  obid  t=JCos.  V, 


B  sCqs.(A-+-N() 
iN  \  N—  p 


N-b-p 
/f.Cos.A^—  H 
N 2 

Cos.(^— 


g  Sin.  N ^ 

~W 


B.  Cos.  (A- 4- ^  ^  Z?  ^C o s . (^Z A7^ 


n7~p2 


iN 


N-P 


H~ 


N-tf-p 


Obser 
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Observatio  /* 

Si  effet  B.  Cos.  ( A-+-p  ~h  C.  Cos. 

(  D  h—  ^  {  )  -4-  &c.  C.  Sin*  (  i  -+-  s  {  )  H—  P •  Sin. 
(()  -4-  k  {)-h&c*  ,  prodiret  Cos.  N  ^-4-  -H 


/f.  Cos.A7^  —  //  2?.  Cos.  {A-^rp 

P  N2-~P2 

Cos.(^—  aJ)_£.  Cos.  (Z>  -h  f  Q 


c 


N-\-p 

Cos.(C— A7"^) 

“ A^I  7~' 

Sin.(Z,-+-A^j 


5  z  Cos.  -Ar  N Q 
iN\  N—  p 

C  zCos.(C-HA^) 


) 


jV' —  q~  '  2iV  \  JV—  j 

___  (7.  Sin.  (I  -h  i  0  g 


JV-i 


&c. 


Sin.  (£_  iVOx 

jv-w  y 


A^_  55 

&c. 


2JV 


Observatio  II. 

Si  in  priori  integratione  pro  n  affiimtus  fuiflet 

valor  negativus  ,  feu  —  N  V=i  ,  prodiiffet  t=  d  Cos. 


IV 


{ 


£.  Sin.  N  £ 

~JT~ 


c_  A^  ^  ^  iNiV-Tj.  c~  NiV^T 


M quae  aequatio  redu&a  modo  confimili  ,  ac 

jam  fa&um  eft ,  eundem  dat  valorem  ultimi  termini , 

in  quo  figna  inveniuntur  fummatoria ;  ex  fola  infpe» 

ftione  hujus  termini  colligitur  quoque  eum  eundem 

praebere  debere  valorem . 

0  B  S  E  R  VATIO  III. 

Tanquam  in  tranfcurfu  verbo  nominare  licet  aequa* 

tionem  differentialem  d  d  t  dt  N '2  td^2-\-Rdtd^ 


D 


z6 

M  d  {2=  o  ,  defignante  R  quantitatem  quamvis  da¬ 
tam  ,  quam  aequationem  Dominus  d’ Alembert, 
(  Syfieme  du  Monde  Art .  z6  y .)  proponit  9  per  hanc 
methodum  flmiliter  integrari . 

IDEM  ALITER . 

Quamprimum  per  fubftitutionem  aliquam  deprehendi¬ 
tur  quantitates  imaginarias  ingredi  aequationem  differen- 
tialem  ,  indicium  eft  aequationem  integralem  quantitates 
a  circulo  ortas  ,  ut  Sinus  ,  &  Cofinus  &c.  involvere 
poffe  .  Ejusmodi  igitur  quantitates  affumere  in  fobfti- 
tutione  prima  ?  dummodo  ad  id  idoneae  eligantur , 
convenit  .  Sit  igitur  t  -=  y  Cos.  p  i  ,  ubi  y  nova  va¬ 
riabilis  ,  &  p  quantitas  arbitraria  ,  eritque  d  t  =  —  p 
Sin.  p  v  .  J  d\~\~  dy  Cos.  p  z  ?  &  d  d  t  =  —  p 2  Cos. 
p  {.  y  d 72 —  2 p  .  Sin.  p  i  .  dy  d  ^  Cos.  p  £  .  d  dy  * 
Hifce  fubftitutis  habetur  aequatio  •—  p2 y  d^\  Cos.  p  i 
—  2  p  dy  d  ^  .  Sin.  p  {  h-  d  dy  .  Cos»  p  {-h  iV^y 
Cos.  p  M  d  o  .  Haec  aequatio  ,  ob  afliimtam 
arbitrariam  p  ,  faciendo  —  p2-*-  o  9  dat  p  3 

&  —  i  N  dy  d  Sin.  ~ddy  Cos.  M  d  y 

=  o  .  Sit  jam  d  y  =  q  d  unde  habetur  t/  q  Cos.  Ar^ 

i  A1  q  d^  Sin.  Ni-\-  M  d  a  9  aequatio  haec  du- 


x7 

fta  in  Cos.  N  ^  dat  C^hd3  *±  _  N%  Sin> 

2  2 

ziV^.  ^i^n-Cos.  JV M d ^ ,  cujus  integralis  ,  debite 
corrigendo  per  additionem  conftantis  ,  eft  ?• Cos-  2 

f.  Md{.  Cos.  N^=A  ,  unde  q  = 


2 


2 
zA 


Cos. 

_ ^  lAd{ 


Cos.  2  A^-Hi 

~  c~'iA'{-fr;  f-  Mdi-  Cos-  v{  ,  &  ob  id ,  rfy  = 

zAd?  7.  d 7 

Cos.  zA^  Cos.  J 

^  /  afe—  /.  Mir.  Cos.  iVV 

Cos.  7  Cos.2^-4-1  j  *-  *■ 

unde  proveniet  Cos.  iV^  =  B  Cos.  iV^ 

H- -  Sin.  iV{-Cos.  N[.f.  Cos^-— f.Md{.  Cos.  JV{. 

Ad  inveniendum  conflantes  A  &  B  ,  fit  r  =  cT  9 

dum  c?  ,  &  fiet  t  =  B~-^=.d  .  Sit  rurfus  q=^a  ,  dum 

{— <?,  &  fiet  in  hoc  cafu  q=zaz=A  ,  eft' vero  <7 
dy 


dl 


,  &  aequatio  dt=^dy  Cos.  /?  { 


</  * 


/?.  Sin.  jP 


y  t  dat  =  —  Cos./?{  _/>.  Sin.  /» {.y,  hoc  eft 

s=  —J-  ,  dum  1=0  .  Sit  itaque  —  s ,  dum  {=  <?, 
&  erit  a  =  ^=:s,  &  aequatio  integralis  completa 
evadet  r=  cf  Cos.  N [-+-  ^  Sin.  iV^.  Cos.  iV^ 

dz 

"(Cos  V^)r’ /'Md^.  Cos.  ,  in  quo  ultimo  termino 


z8 

reducendo  obfeirvandum  eft ,  corre&iones  fiiniliter  fieri  9 
ac  in  fuperiori  integratione  .  fcilicet  ut  f.  Md^.  Cos. 

&  f  cos1  N{yf  ^d^Cos.  evanefcant,  dum  {==<?. 

Sit  jam  ,  ut  prius  ,  M  —  H  h-  B.  Cos.  (A  H-  />{)  , 

&  invenitur  f.Md^  Cos.  -f- 

B .  Sin.  (A -\-p  i-\-N Q  B.  Sin.  (A  -h-p% *— <  A^)  i?.  Sin.  ^ 

2( P-±-N)  2(/?  <  A") 

-  M^Cos' 
HdlSm.N^  (  i?  £  /'Sin.  A^) 


N(Cos.  A^)*  2  (Cos.  Ar{): 

Sin.  (  t 


c 


A 

B  d  Sin.  ^ 


AT 


2(^  -4- A7)  (Cos.  A^) 


^JAN^iN^  *  ^  hos  terminos  integrandos  5 

illi  feorfim  traftentur  .  Habetur  ergo 

&  ^  A(Cos.  A7.^ 


JH 

NN 


fec.  N  { 


/f 


/f 


A  A7  NN.Cos.Ni  NN 


/v»  B  di  xSm. (^A—±-p  ^-4— A^  Sin,(A — — -  A^A 

ifCos.Nz)2  \  /h-A  p  *—  A7"  ' 


i(Cos.A{)2  \  p+N 
NB  d 7.  Sin.  A^»  Cos.(^-4-/> 

{W-p*)  (Cos. X)2 * * & 

£  /S*n -(A-t-p  t-4-A?)^  Sin.^-H/?  ^  A?)\ 

\  n  .4*  A  /?  *— A7  X 


pBd^Sm^A-k-p  i)Cos.N^ 
(A2 — /?3)  (Cos.  A7^)3 


ergo/ 


2  (Cos.  N^y  V 


^Cos^-4-^)  ■  fec.  conft.  ikf  =?£ 

N^r-p*  (N2~p2)Cos.Ni 


B.Cos.  A 


N 3, 


.  3°.  eft  ►—  f. 


B  d\.  Sin.  A 


2-9 


f- 


B  d%.  Sin *A 


z(p  _  N){  Cos.  N  i 

B.  Co s.(A^  A7^) 

2.  2.  A7^  -t-A7’ jCos. 

B.  Cos.  (A^  Ni) 

2.  2.  N N  )  Cos.  iV  ^ 


2  (/?  «4- iV)  (Cos.  A^)2 

B.Cos.  (A  -4-  £  ) 

2.2.  N(^p  -4—  Af)Cos.  A^ 

£.  Cos.  (^  ■+,#{) 

2.  2.  _  N') Cos.  A^£ 

Colligendo  hos  valores  ,  eos- 

dl 


que  ducendo  in  Cos.  N  {  r  emerget  Cos..  N[ 


f.Mdz  Cos  N 7 - —  _  X-Cos-Xs  ,  j?~  Cos.( J-+-P  i) 

j.  IVI  a  K^OS.  l  /VA r  A7"  A/"  ^  N2^p2 


B  s  Cos.  (  ^ 

Tiv  v 


AT  AT 


colligitur  £ 


N  ^  p 
£  Cos.  iV^ 


ArAT 

Cos. (A  i) 

N-+-p 

s  Sin.  AT?  H.Cos.N^  H 


)  .  Hinc 


N 


A^AT 


Cos .(A-+-  p  0  B  / Cos(A-\- )  Cos. {A 


N2r-*P2 


iN 


V 


A'. 


i7 


AC4-/7 


omnino  ut  in  priori  integratione  ,  ficut  opportuit  .  Q.E.I. 

Ex  occafione  integrationis  aequationis  d  d  t  -+- 
N>  t  d  p -+-  M  d  p  =  o  ,  tanquam  in  tranfcurfu  anno¬ 
tare  convenit,  fubftitutiones  eiufdem  fere  indolis  ad 

V 

conftruftiones  plurium  aequationum  cum  fucceflu  adhi¬ 
beri  .  Haud  ignoro  integrandi  methodos  per  fubftitu¬ 
tiones  procedentes  efle  particulares ,  feu  ad  certos 
cafus  applicandos ,  magis  vero  generales  efle  illas , 
quae  per  multiplicationes  efficiantur .  Integrationes  au- 
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tem  quae  per  fubftitutiones  fiunt ,  faepenumero  breviori 
&  concinniori  via  ad  debitas  ducunt  conclufiones  . 
Exempla  vero  quaedam  integrationum  hujus  modi f 
quae  per  fubititutiones  confimiles  fere  ac  in  praece¬ 
dentibus  peraguntur  ,  funto  fequentia  . 

i°.  Propoluerat  Dominus  Kraft  pro  anno  1755. 

in  Commentariis  Petropolitanis  novis  Tom.  V.  pag. 
238.  Methodum  quam  vocat  fe  ipfam  confirmantem  $ 
ad  cujus  methodi  applicationem  oftendendam  propo¬ 
nit  ,  aequationem  differentio-differentialem  m.  1. 
y2  d  x2~  x2  y  ddy  n.  n  — 1.  x2  dy2  integrandam  ? 

cujus  integrale  minus  apte  indicat  fore  aequationem 

=  b yn  ?  per  quod  fpecimen  etiam  de  indole  ipfius 


a  x 


m 


methodi  judicare  licet  .  Propofita  autem  fit  aequatio 
haec  integranda  fub  hac  forma  a  y2  d  x2^=zx2y  ddy-*~ 

bx2dy2 ,  ubi  dx  conflans.  Pono  y—txm ,  ubi  t  no¬ 
va  variabilis  ,  &  m  quantitas  arbitraria  ,  &  habetur 

j  m  j  /72—1/  1  j  m  j  j  m  —  1 

dy=zx  dt-hmtx  dx  a  dy=x  da  /  -4.»  imx 

dx  d  t  -i-  m.  m  —  1.  t  xm  1  dx1  9  nec  non  dy1  =3 


2  m 


1  L  2  m  I  j  j  2  2  2.  /72  —  2/2 

x  dt  -4-  imtx  dxdt-\-  m  t  x  dx  ? qui¬ 

bus  valoribus  fubftitutis  invenitur  (a  _  md  m  —  1—  b  m2) 

,2  2772  1  2. _ _  2  772  2  jj  7  ~  t  /72.4-1 

t  x  dx  "=tx  d  d  t  2  /72.  b  l  x  2  ^ 


3i 


dx  dt 


b  m *: 


x 


2  m  i  i  i 


dt  .Sit  itaque  a  ^  m.  m  ^  i 


o,&b  1=/2 ,  &  erit  /rc=  —  —  -j/a/z-h-  ~ 


&  habetur 


2  mndx 


b  dt 


x 


o  ,  quae  aequatio 


</* 


integrata  ,  &  correfta  dat  Log.  ^  imn,  Log.  -^-h 
b .  Log.  t  =  Log.  ,  feu  ~  .  ximn  .  t^  =  A  ,  feu 


dx 


Ax lrnndx=it  ^  dt ,  quae  iterum  integrata  praebet 


Axl~''Lmn^B 


I— •  imn 


71  '*  n 

£_  ;  hoc  eft,  ponendo  pro  *  rN  & 

n  *"** 


71 

mn 


valorem  ipfius  w  pro  ipfo  ,yn=l2  x 2  (^D  x  Yan  ■+■  4 
-4-  Cx  —  ,  ubi  D=  TnA  “  * 


277171'* 


ScC 


I— .  2/72/2 


Si  fuerit  L^z/z-i-  -  numerus  rationalis  ,  aequatio  erit 
ad  curvam  algebraicam  ,  fi  irrationalis  ,  ad  exponen» 
tialem  ,  feu  ,  ut  Leibnitius  loqui  amabat ,  interfcen- 

dentem  .  Si  fuerit  Yan-*-—  impoffibilis  ,  fit  Y-*  ct  71.  ^ 

=  q  ,  &  mutatur  aequatio  inventa  in  hanc  y  n 

&  invenietur  faciendo 


( 


zqy=i 


E 

2 


iqv^r 

F 


,  & 


B 


E 

2 


po* 
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nendoque  N  efle  numerum ,  cujus  Logaritmus  eft  uni¬ 
tas  , y  n  =  (j E  Sin.  Log.  x^  t  Cos.  Log.  *  ? 

2°.  Aequatio  haec  a  Domino  Kraft  propofita  una 
eft  fpecies  aequationum  ,  quae  fub  hac  continentur  for¬ 
ma  ay2dx2-i-  bx2  dy2^  cxy  dy  dx  -+-  f 'x% y  ddy=zo ; 
haec  vero  aequatio  ultima  modo  confimiii  reducitur  . 

Ponendo  etenim  y  =  t  x  m ,  invenitur  — -  -4- 

J  7  2/-+- 2  b  ' — 


f  -\“b 


a 


•  =/>  —  Yq^r  brevitatis 


ergo  .  Fiet  igitur  f 
b  d  t  f  d  d  t 


2  b  _  if .  p±Vq—'  r) 


\  dx 


x 


t  .  =?.  o  ,  quae  fimiliter  ac  in  articulo 

praecedenti  ulterius  reducitur . 

30.  Modo  confimiii  aequatio  ay ?  dx 5  b  x2 y  dx  dy1 

«4 -cx1  dy3=z  0  conftruitur.  Ponendo  etenim  y=t  xm  ,  & 

faciendo  a~t~-b  m2-h  c  m]z=.  o\  ex  qua  aequatione  ipfius 

m  tres  valores  erunt  eliciendi  ,  nec  non  b  4-2  c /724- 

c  =  A  ,  &  b  -4-  b  m  -4-3  c  m2-==-  B  ,  orietur  Ax  t  d  x  d  t 

-\-cx2dt2-\-B  rdx2—  o  ,  quae  aequatio  jam  fecundi 

gradus  eft  una  fpecies  aequationum  contentarum  fub 

forma  inN  Articulo  praecedenti ,  &  integratur  faciendo 
n 

t  ===  r  x  ut  prius  . 


40.  Propo- 
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4°.  Proponatur  aequatio  primi  gradus  differentialis 
ayP  d  x-hXdx-+-b  xyP  dy=o  ,  in  qua  aequatione 
p  eft  numerus  quilibet  ,  &  X  funclio  quaevis  ipfius 
v  .  Ponatur  ,  ut  prius  =  tx  unde  orietur  a-v-m  b. 

t  P  X  mPdx+Xdx-<-bxmP+l  tP~  ldt=0  ,  hoc  eft  , 
faciendo  a-\-  mb  =  o  ,  feu  m  =  - — '  *T  *  habetur 
=  tP~ldh  per  quadraturas  conftruenda.  Di- 


Xdx 


ap 
*  ■  < 

b 


p 

videndo  aequationem  propofitam  ay  dx  -t-Xdx  -+- 
b  x yP  ~l  dy—o  per  xyP  ,  &  ponendo  i— •  p—B  , 

B 

4 -y  Xf  dx-\-b  dy=zo  ,  quae  compre¬ 


orietur  ay 


dx 


henditur  fub  forma  Bernoulliana  d v=.Pv  d  vh~v m  Qdx . 
Omnes  itaque  aequationes ,  quae  ifta  ratione  fub  hac 
forma  Bernoullii  comprehenduntur  ,  ut  in  iis  fit 
P  =  —  ,  per  hanc  methodum  integrantur  . 

5°.  Sit  aequatio  ayP  xn^  1  dx  -f-  b  xn  y  P  d  y 
c  y  d  x f  x  dy—o  integranda  .  Sit  ,  ut  prius 
y  — t  xm  ,  &  ponatur  m  =  — •  ^  ,  unde  dividendo 

/»  CL 

aequationem  fic  prodeuntem  per  c  ,  tx~*~b  * 
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I 


orietur  dx 


X  dt 


b  %t 


* 

bt  x 


av  a 
►-£—4-  •— 

b  b 


af 

c  v— 

b 


feu  etiam  ,  fi  ponatur  m 


tum 


bc 


prodiens  dividatur  per  a  *—  y  .  t*  x 


-  y  ,  &  aequatio 
Pc 

p  n  h-  — i 

r  *  f  ,  aequa¬ 


tio  c/ 


b  x  dt 


bc 

a 


pc 

2,’—*  /2  H—  C 


0  .  Utra- 


/ 


.  ^ 


bc 


que  harum  aequationum  eft  formae  dy  -4 -y  ^  X '  d  x  -4- 

X.yl.d-X.~  =  c> ,  cujus  reduftio  in  Articulo  praecedenti 

continetur.  Aequatio  aHata  ayP  x  n*~l  dx-^b yP^  lx  n 
dy  H-  cy  dx  H~/ x  dy  =  0  reducitur  in  hanc  d  x  -h 


X 

y 


f  bva 

\  aya  * 


x 


f 


B 


.  dy=  o  ,  dum  ponitur  p 


&  n  >—  1  =  B  •  Sed  aequatio  haec  comprehenditur 
fub  forma  dx=^  "■ cp  (  x  1  y  s  )  ,  cujus  conftru- 
ftiones  dat  Dominus  d’  Alembert  ope  aequationis 
.. —  ( Memoires  de  i Academie  des  Sciences  de  Berlin 

^wze<?  1748.).  Sed  ad  propofitum  revertam. 


$,  VI. 

Quae  ha&enus  delibata  funt  applicantur  ad  inve¬ 
niendos  motus  Lunae  in  longitudinem  .  Pauca  circa 
variationem  inclinationis  ,  &  cum  illa  connexum  motum 
nodorum  addam  .  Revocando  conftruftiones  Newtoni 
in  Prop.  30.  &  34.  Lib.  III.  Princip.  Phil.  Nat.  ad 
calculum  analyticum  ,  eafque  applicando  ad  figuram 
quamvis  ovalem  ,  uti  in  fchemate  (  Fig.  2.)  ,  dicendo- 


que  ang.  m  T  l=d  g  ,  radium  ve&orem  P  T=  , 

vim  turbantem  ,  ang.  S  T n  =  v  ,  P  T N-=V , 

&  P  T  M  =  d  Invenitur  facile  ,  ficut  etiam  Domi- 

UTrdt2.  sin,  v .  sin,  v . 
d  7 


nus  Clairaut  expofuerat  ,  d  %  =  f 
Pro  variatione  inclinationis  invenienda  demittatur  M  p 
normalis  ad  planum  Eclipticae  ,  fitque  variatio  illa  in- 


clinationis  =  d  n  ,  &  deprehenditur 


n 


Sin.  n 


'd^.Cos.F*. 


Referendo  fecundum  Dominum  d’Alembert  hos 
calculos  ad  planum  Eclipticae  ,  ang.  pT  G  fuftinebit 

vices  ang.  V  ,  &  cum  fit 


d  n 


Sin.  n 


d  g  .  COS.  V 

sin.  v 


mve» 


mtur 


Tang.  n  , 


dn .  fec.  n 
sin.  n 
dm 


d  .  COS.  V  ■t  n  r  1 

— 7 - ,  hoc  elt ,  raciendo  m 


sin.  v 
71  dt7 .  u .  cos.  F.sin.  v 


m 


minus  d’ Alembert  . 


dl 


,  ut  habet  Do- 
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d  n 


Ad  aequationem  ~ — 
1  bin.  n 


cos.  v 
sin.  V 


quod  attinet , 


modus  Domini  Clairaut  eam  tra&andi  fatis  inopinatus 
mihi  videtur .  Methodo  direfta  eam  integrando  invenitur 

Sin.  n  =  ihN^d^  sinTT  ( i 


sin.  v 

COS.  V 


hN- 


f* da 


cos.  v  1\  1 


sin.  v 


feuTang.^iA^^^sIrTFCi -hN^d^~Si7F  )  ! 

Reduftionem  harum  aequationum  ulteriorem  ,  ut9  partim 
in  aliorum  fcriptis  traditam  ,  partim  etiam  ?  quod  ad 
has  ultimas  attinet  7  fatis  obviam  ,  poli  quam  in  has 
formas  redufta  eft  ,  omitto . 

f.  iV  1 1. 

Analyfi  hac  expolita  9  ordo  jam  exigit  ,  ut  princi¬ 
pia  ex  quibus  ad  hujus  Analyfeos  applicationem  ad 
motus  Limares  inveniendos  >  &  propterea  ad  ejus  ufum 
in  Lunae  Theoria  concluditur  ,  brevi  lubjiciantur  exa¬ 
mini  ;  obfervanda  autem  duco  lequentia  . 

i°.  Orbita  Lunae  *  licut  prius  eft  oftenfum  ,  expri- 

Qd 72 

mitur  aequatione  differentiali  ddv-tr-vd c 


y2gg 


Z<fdi2  7C  d  % 


y2gg 


f- 


v  gg 

tio  ?  ponendo  K 


7C  dv  d{ 


8ic.~j4.  Haec  aequa- 


y)gg 

t  pro  v  ,  valorem  proximum 


ipllus  9  in  terminis  primis  pro  ipfo ,  in  quo  valore  exhf 
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bendo  ,  mutuo  accipiam  illum  a  Domino  d’Alembert 

(. Art .  4Z.  Syjleme  du  Monde  )  expreffum  >  migrat  in 

3  m 2  T— {—  L 

4gg 

3t  _  6tt^  __ 


hanc  ddt-\-td^ 


3  m?  T 


Ldf 


4gg 


Cos.  (l  l —  2  £) 


iB^gg 


(w- 


it4 


&c 


K'  y 

Gt 


iS.df.  Cos.(i  {  —  1 1')  (  1  3l  Gtt\ 

*"t"  iB^ss  'Ui  K*  K*  j 


s'3gg 

&c>  _  9  S.Cos.Qt  -  i')di 


8.B '4 


(i- 


4* 


K 

io  tt 

~K}~ 


) 


<o  2  y  df-  r  7Z  d  7  7 zdvdr  0  n 

&C.  H - L-  -  f.  — -z — —  -f-  — . - *  H-  &C.  =  o  —  B  . 

V2gg  J  y3gg  v5gg 

Methodus  ufitata  ,  &  ultra  quam  nullus  Analyfla  huc 
ufque  artem  Analyticam  promotam  reddiderat ,  in  eo 
confiftit  ,  ut  ex  ea  aequatione  eligantur  omnes  termi¬ 
ni  quorum  fumma  praebet  aequationem  formae  d  d  t  H- 
N2 t  M  d  {2==  o  ,  negligendo  reliquos  ,  ut  admo¬ 

dum  exiguos ,  &  ex  illa  aequatione  tum  prodeunte  , 
quae  dicatur  C  ,  per  ejus  conflru&ionem  invenietur  t , 
&  proinde  K-h  t ,  feu  v  .  Invento  hoc  valore  ,  metho¬ 
dus  exigit ,  quo  magis  accuratus  valor  ipfius  v  inve¬ 
niatur  ,  ut  termini  neglefti  refumantur  ,  valorque  ip- 
lius  v  ,  qui  per  hanc  conftru£Honem  dabitur  in  ^  ,  pro 
v  in  reliquis  aequationis  terminis  fubftituatur ,  quo  pa- 
£lo  aequatio  primitiva  ad  orbitam  Lunae  differentia- 
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lis  fiet  formae  prius  inventae  integrabilis ,  &  appro- 
ximatio ,  quantum  opus  judicetur  ,  per  continuatas 
correftiones  expedite  perget  .  Haec  methodus  approxi¬ 
mandi  radium  ve&orem  orbitae  Lunaris  ,  in  ftatu  ar¬ 
tis  Analyticae  praefenti  fortaffis  unica  erit ,  fi  fcilicet 
omnes  vires  fimul  erunt  in  analyfin  introducendae  9  & 

fimul  ita  efle  comparata  videtur  ,  ut  calculator  fem- 
per  certus  efie  poterit  ,  refpe&u  habito  ad  illam  ter¬ 
minorum  claffem  ,  qui  in  cenfiim  veniunt  &  venire 
pofiiint  ,  poft  quamvis  approximationem ,  terminos  ne- 
gleftos  fummam  haud  majorem  quantitate  data  effi¬ 
cere  ,  ita  ut  hoc  nomine  in  methodi  bonitate  nihil  de- 
fiderari  videatur  .  Re  autem  accuratius  penfata  ,  fa¬ 
cile  deprehenditur  aequ?vtionem  B  novas  feries  termi¬ 
norum  valorem  radii  veftoris  reapfe  ingredientium  con¬ 
tinere  ,  illos  autem  fecundum  jam  defcriptam  methodum 
in  nulla  harum  correftionum  unquam  fe  fe  prodituros  fo¬ 
re  .  Ad  aequationem  C  prima  vice  integrandam  addantur 


termini 


,3- 3-S  tdf-  Cos. 
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6t2 3 *S 
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4.  C).S.  Cos. (  Z  — 
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8.B«  gg.K5 
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xBHggKtJ  1 


,  &  emerget  aequatio  ddt 


Md(- 


'l.y.S  —ijd) 


6.  t7S  d^7 
2  B1^  gg.  K 4 


4.  c).S .  Cos.  —  £*).  t  d^ 

S.B1^  gg.K5 


0 
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D, 


&  perfpicuum  eft ,  fi  jam  aequatio  haec  D  conftrui 
poflet  ,  valorem  radii  ve&oris  vero  propiorem  prodi¬ 
re  ,  quam  per  conftru&ionem  aequationis  C  ,  cujus 
loco  ,  ut  prima  vice  determinetur  radius  orbitae ,  ae¬ 
quatio  D  tum  adhiberi  poflet  .  Perfpicuum  autem  fi- 
mul  eft  aequationem  tum  utique  novos  praebituram 
fore  terminos  5  qui  jam  perditi  per  aliquam  correctio¬ 
nem  non  reftituuntur  *  quales  autem  &  quinam  illi  fint 
termini  ignoratur .  Ut  vero  hoc  ratiocinium  magis  eluce- 
fcat  &  firmetur  ?  fit  aequationis  C,  quae  per  haftenus  di- 
Cta  fit  aequatio  prima  integrabilis  ad  Lunae  orbitam  in- 
tegralis  per  Probi.  II.  inventa  t  =  Q—hP  Cos.  N 
Cos.  (  2  {  —  2  {r)  -h  M  Cos.  (2{  —  2^^)  .  Augeatur 

jam  aequatio  C  termino  —  — — —  Cos.  (2  {  —  2  n  f) 

•  :  S  S 

ut  fiat  d  d  t  -4—  N2 1  d  ^2— f—  (ii  — f—  b  Cos.  (2  ^  — .  ip  — f—  c 
Cos.  (  2  {  —  2  /2  ^  t7  z:  Cos.  (2  1  —  2  /2  ^))  d  o  , 


ubi 


3-  3-^ 


2^ 


=  c ,  &  <2  ,  b ,  c ,  brevitatis  ergo  ,  pro 
reliquis  coefficientibus  datis  ,  &  dicatur  haec  aequa¬ 
tio  E  .  Et  quoniam  haec  aequatio  differt  ab  aequa¬ 
tione  C  per  terminum ,  cujus  coefliciens  datus  eft 
quidem  exiguus ,  verum  fecundi  ordinis  parvorum ,  & 
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integratio  nil  aliud  involvit  ,  quam  extra  flionem  va- 
lons  unius  variabilis  ,  in  fun&ione  aliqua  alterius  ;  erit 
quidem  integralis  abfoluta  aequatiois  E  parum  diffe¬ 


rens  ab  integrali  aequationis  C ,  eam  autem  differen¬ 


tiam  fuperioris  effe  ordinis  ,  quam  fecundi  haud  lice¬ 
bit  affumere  .  Sit  differentia  integralium  harum  aequa¬ 


tionum  ex  termino  e  t.  Cos.  (  2  {  —  2  n  ^  )  orta  funftio 
quaedam  ipfius  {  &  exponatur  per  <f>  1  .  Hoc  pofito 


erit  integralis  aequationis  E  haec  lequens  t  =  Q  -H  P 


Cos.  N ^  h-  D  Cos.  (2  {  —  jl  /2 {)  +  M Cos.  (2  ^  —  2  pi) 
-4 -  9  {  ,  dum  integralis  aequationis  C  eft  t  =  Q  P 

Cos.  JV  {  -h  D  Cos. (2  j-i/z  {)-4-  Cos.  (2  £  — ip  ^). 
Utraque  harum  integralium  praebet  valorem  ipfius  t , 
prior  tamen  vero  propiorem .  Si  jam  aequatio  A  feu 
B  abfolute  ,  &  fub  illa  quam  continet  forma  ,  con- 
ftrui  poffet  ,  prodiret  valor  radii  orbitae  etiam  fere 
abfolutus  ;  cum  vero  id  fieri  nequeat  ?  eadem  aequa¬ 
tio  fini  intento  nihilominus  inferviet  ea  ratione  9  ut  va¬ 


lor  ipfius  t  conftruftione  aliqua  inventus  ad  verum  va¬ 
lorem  aliquantulum  accedens  >  in  terminis  aequationis  B , 


qui  involvunt  funftionem  \  fubftituatur  ?  quo  fa£to  aequa¬ 
tio  B  fiet  formae  d  d  t  N2  t  d^2  ^  M  d  -p  =  o  ,  quae 


proinde  iterum  integrata  dabit  valorem  ipfius  t  adhuc 

magis 
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magis  accuratum .  Applicetur  nunc  uterque  valorum 
ipfius  t  ex  aequationibus  C  &  E  erutus  ad  aequa¬ 
tionem  B ,  &:  ex  illo  ab  aequatione  C  proveniente 
aequatio  B  induet  hanc  formam  dd  t  N2  t  d  ^ - f- 
(  a  -H  b  Cos.  (2{  —  2/J{)  +  C  Cos.  (  2  {  —  2  72  {  ))  d 
^/(Q-hPCoS.AT.*  -4- i)  Cos.  (2  {-2/I{)  +  Af  Cos* 
(  z  i  p  ^))2  d^-*-  e  (()-+-  P  Cos.  Ar{  4-  &c.)  Cos. 

(2  £  —  2  72  ^)^^-+-^((2-h/>CoS.  iV^H-So^V^CoS. 

(2  {  —  2  n  1)  4-  h.  Cos.  ({  —  ^  {)  ^  {2  (R-¥-P  Cos.  Ar  {  4~ 
&c.)  -  4  H-  ^r-  f.  (R+P  Cos  Nz-b-  &c.)“  3 

J  gg  '  L 

-j_  7L£lAL — h  &c.  =  0  ,  relinquendo  ultimum  termi- 

&  §V 

num  fub  eadem  ac  in  aequatione  B  forma  ,  &  po¬ 
nendo  v=R  +  P  Cos.  N 1  -4-  &c. ,  &  dicatur  haec  ae¬ 
quatio  F ,  quae  jam  redu&a  ad  formam  integrabilem 
d  d  t  -h-  N  2t  d  ^ 2 -4-  Af  c/  {2=  0  ,  &  propterea  integrata 
praebebit  valorem  ipfius  t  propinquum  ,  &  quidem 
propiorem  quam  integratione  prima  .  Ponendo  jam  in 
aequatione  B  valorem  ipfius  t  ex  aequatione  E  ,  pro¬ 
veniet  d  dt  4-  N 2  t  d  ^  —h*  (<2  4—  b  Cos.  {z  I  —  zp  {) 
&C.)  i/{2-4“/ (<2 -h-P  Cos.  A7^  4-  &C.4-  i)2  d  I2  e 

Cos.  (2  £—2  n  {)  (<2  4-  P  Cos.  iV  £-4-  &C.  4-9  {  ) 

4-  g-.Cos.  (2  ^ — 2  n  (Q4-P4-  Cos.  iV  ^4-  &c.  4-«p^)2 

F 
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d  -H  h.  Cos.  (V  —  71  d  7*  (i?  P  Cos.  N  7  &c. 

-+-  ?  {  )  ~H  &c.  =  o  =  <?  .  Polito  igitur  quod  <p{  ex¬ 
primat  differentiam  integrajium  aequationum  C  &  E  , 
deprehenditur ,  comparationem  harum  ultimarum  aequa¬ 
tionum  inftituendo  ;  i°.  Utramque  per  fubftitutionem  va- 
ioris  r"  &  v  in  fiinftione  aliqua  iplius  {  reduftam  effe 
in  formam  integrabilem :  2°.  Valorem  iplius  t  per  in¬ 
tegrationem  harum  aequationum  prodeuntem  eo  ma¬ 
gis  ad  verum  accedere  ,  quo  propior  vero  fit  valor 
ipfius  /  pro  ipfo  in  aequatione  B  fubftitutus  :  3°.  Valo¬ 
rem  iplius  t  ex  aequatione  E  provenientem  ad  verum 
plus  appropinquare  ,  quam  illum  qui  oritur  ab  aequa¬ 
tione  €  j  proindeque  aequationem  G  valorem  radii 
veftoris  magis  accuratum  exhibere  ,  quam-  aequatio¬ 
nem  F:  40.  Aequationem  autem  G  continere  terminos 
formae  f  9^] 3  df,  e  Cos.  (2  1  —2  n  f)d  f.  9  &  reli¬ 

quos  ,  quos  ingreditur  fun&io  9  {,  qui  termini  in  aequa¬ 
tione  F  deficiunt ,  &  qui  termini ,  utraque  aequatione 
tum  F  7  tum  G  integrata  differentiam  valorum  t  ex  il¬ 
lis  aequationibus  prodeuntium  producent  eo  magis  no¬ 
tabilem  ,  quo  major  fit  funftio  9  z  ,  idque  eo  certius  * 
cum  termini  fonftionem  9  {  involventes  in  aequatione  F 
integrata  nunquam  reftituantur  ,  quod  inde  liquet ,  cum 
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aequatio  G  integrata  omnes  eofdem  terminos  contine¬ 
re  debeat  ,  ac  aequatio  F  integrata ,  plus  illis  termi¬ 
nis  ,  qui  a  fun&ione  9  {oriuntur:  50.  Terminos  ex  il¬ 
la  fun&ione  <p  {  oriundos  eo  minus  nihili  effe  haben¬ 
dos  ,  cum  in  aequatione  differentiali  refpiciendi  fint  ut 
ordinis  quarti\  &  quinti  parvorum  ,  qui  fortaffis  fimul 
effient  ejus  conditionis  ,  ut  dupla  integratione  pera&a, 
antequam  tempus  daretur ,  deprimerentur  per  duos  or¬ 
dines  parvorum:  6°.  Id  ad  minimum  per  hanc  deduftio- 
nem  conflare  *  plures  terminos  ,  approximatio  produca¬ 
tur  quoufque  libuerit ,  in  expreffione  radii  veftoris  or¬ 
bitae  defefturos  fore  per  applicationem  methodi  hujus 
ad  hoc  problema  folvendum  ,  qui  tamen  termini  valorem 
verum  ingredi  debent  ,  &  qui  non  minimi  fortaffis  funt 
momenti  .  Ex  his  omnibus  eam  ducere  confequentiam 
aufim  ,  ipfam  methodum  haftenus  notam ,  &  a  clariffi- 
mis  viris  adhibitam  folvendi  problema  trium  corpo¬ 
rum  ,  ejus  elfe  indolis  ,  ut  valor  radii  orbitae  Lunaris 
defcribendae  per  eam  accurate  exhiberi  nequeat  ,  ap- 
proximatione  produ&a  ad  quofvis  ordines  parvorum  y 
deficientibus  fcilicet  terminis  inferiorum  ordinum  ,  qui 

follertiam  &  artem  Analiftae  femper  effugient  .  Hunc 
itaque  defeftum  unam  e  principalibus  effe  caufis  judi- 


4A 

co  ?  cur  Theoria  ab  obfervationibus  aliquantulum  ad¬ 
huc  differre  deprehendatur .  Nihilo  tamen  minus  fatis 
habebit  analyfis  9  de  quo  glorietur  y  dum  ejus  ope  na¬ 
turae  effeftus ,  coeleftium  corporum  motus ,  inaequa¬ 
litates  ,  turbationes  ?  obfervationibus  interdum  prius  ? 
quam  Theoria  eas  in  natura  effe  debere  docuerat .  vix 
perceptae  ,  intra  paucorum  numerum  minutorum  de¬ 
terminentur  .  Tentent  autem  Analyftae  integrationes 
aequationum  differentialium  d  d  t  -\-N 2 1  d  ^  M  d  {"-4- 
O  t  d{2—  o  ,  ubi  O  eft  fun£Ho  aliqua  ipfius  {  ,  &  fi 
adhuc  major  defideretur  accuratio  y  aequationis  ddt 
~+~N2td{2+Mdi2+  O  tdf^Pt2  df+Afdf 
==  o  ,  in  qua  aequatione  P  eft  fun£lio  ipfius  {  ,  A  vero 
coefficiens  datus .  Quod  ad  me  Nattinet ,  fateri  haud 
diffimulem ,  harum  conftru&iones ,  eas  ,  quarum  ego 
fortaffis  potens  fum  ,  methodos  adhuc  effugiffe  * 

20.  Licet  autem  ifto  ,  qui  in  momento  praecedenti 
indicatus  eft  ,  defeftu  laboret  methodus  allata  5  per  The¬ 
oriam  fumma  accuratione  determinandi  omnes  Lunae 
turbationes ,  totam  tamen  illam  Theoriae  cum  obfer¬ 
vationibus  difcrepantiam  9  ut  ut  exigua  illa  fit ,  &  ver- 
fetur  intra  3.  vel  4.  minuta  prima  ,  illi  caufae  adfcri- 
bendam  effe  haud  contendo  .  Viam  itaque  calcatam 
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iterum  effe  calcandam  duxi  ,  ea  lcilicet  ratione  ,  ut 
qua  fieri  potuit  attentione,  difquirerem  ,  quoufque 
quavis  colleftione  terminorum  ad  eundem  ordinem 
parvorum  pertinentium ,  omnes  affumti  effent  ,  atque 
an  non  continuatione  approximationum  ad  fuperiores 
ordines  parvorum ,  collatione  terminorum  tum  prode¬ 
untium  fafta ,  quidam  fe  fe  offerrent ,  qui  aliquo  jure 
retineri  deberent .  Ad  hoc  opus  fufcipiendum  ,  quo 
nomine  tanta  calculi  copia  infigniri  vere  oportet ,  mo- 

V 

vebant  me  potiffimumduae  rationes  fequentes  :  i°.  Cum 
calculi  hujus  natura  quafi  pofcat ,  ut  quovis  momen¬ 
to  novae  atque  novae  inftituendae  fint  approximatio- 
nes  ,  fufpicabar ,  etfi  quavis  approximatione  figillatim 
Ipeftata  ad  terminos  perveniretur  ob  parvitatem  utique 

contemnendos  ,  approximationum  tamen  continuam  mul¬ 
tiplicationem  producere  poffe  aliquam  fummam  termi¬ 
norum  non  contemnendam:  2°.  Putabam  hanc  ratio¬ 
nem  prorogandi  calculum  tum  potiffimum  obtinere  ,  fi 
ipfum  ad  fuperiores  ordines  revocando  ,  termini  ejuf- 
clem  nominis  ,  eodem  figno  affefti  deprehenderentur  , 
qui  tum  colle £U  ,  fummae  fierent  haud  negligendae, 
quod  quidem  tum  praecipue  locum  haberet ,  fi  coef- 
fidentes  numerales  fimul  crefcere  animadverteretur  * 
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Tot  prolixos  calculos ,  quibuficum  temiffe  tempus  poiC 
modum  me  poenituit  ,  &  qui  ,  analyfi  ad  eum  ter¬ 
minum  ac  in  antecedentibus  hifce  promota ,  praeter 
taedium  nil  fere  ingenii  &  artis  requirunt  ,  apponere  eo 
minus  vacat ,  cum  illis  nil  tam  effentiale  inveniatur,  cui 
pars  aliqua  praecipua  differentiae  inter  obfervationes  & 
Theoriam  adfcribi.  queat  .  Dum  hos  inibam  calculos  ? 
unum  alterumve  theorema ,  &  methodus  particularis 
fe  fe  interdum  obtulit ,  quorum  unum  apponere  lubet . 
Articulo  39»  pag.  50.  Theorie  de  la  Lune  docet  Do¬ 
minus  d’  Alembert  invenire  valorem  analyticum  fun- 
ftionis  cujufque  ,  dum  variabilis  illius  fun&ionis  cre- 
fcit  five  decrefcit  parva  quantitate  *  Methodus  loco 
citato  id  perficiendi  generalis  eft  &  elegans  ;  cum 
vero  in  applicatione  ad  Lunae  Theoriam  nullae  aliae 
hujufinodi  funftiones  fe  fe  offerant  ,  quam  quae  a 
circulo  dependent ,  ut  Sinus  &  Cofinus  &c.  ,  valores 
hi  fine  adjumento  calculi  infinirefimaiis  facile  inve¬ 
niuntur  .  Sit ,  exempli  gratia ,  valor  hujufinodi  analyticus 
Cos.  (AqH-g)  inveniendus  ;  &  cum  fit ,  Cos.  (K 


N 


&  lit  (imiliter  N 


$V=i 


N 


V =T 

-%y^. 


v 

z 


& 


1. 1. 3'1/—i  *•  2*  3*  4 

'2  fc} 


43 

&c.,nec  non 

S4 


-4-  &c.  ,  erit 

ckt 


Af 


T  1.1  I.1.J.K7  I-1-3-4- 

NKiV=r  N&iv=i  g 


AT 


K^r 

NKiV=i 


1.  2 


I.2.J.KT  ' 


&C.  j  & 


JV 


-$V=?'NhKiV?T 


N 


-Kir=n 


»il| mi  ^ 


2 


g_  n~kZ^  £ 


N 


Kiy=r 


y^i  i 

N-KlV=T 


I.  2 


1 .  2. 


&c.  Colligendo  hos  valores  invenietur 

2 


Cos.  (.£{-+- g)-=Cos.  K-i—%  Sin.  —  —  Cos.  K  {  -+• 


~7 


Sin.  K  { 


fc4 


■ 


Cos.  K  i  —  &c.  j  modo  confio 

\  Cos.  Ii  { 


Sin.  K  {  -+-  &c, 


2*3  "  1#  2*3*  4 

mili  invenitur  Sin.  (IC  {-+-£)  =  Sin.  K  { 

—  — 

1.2 

3*.  Conftruftiones  tabularum  motus  corporum  coele- 
Ilium  indicantium  duplex  agnofcunt  fundamentum  f 
aut  Theoriam  ,  aut  obfervationes  ,  cui  fimiliter  tertium 
addi  poffet ,  quod  tum  obtinet ,  quando  concluliones 
per  Theoriam  erutae  per  obfervationes  corrigantur  % 


Dum  autem  quaeftio  eft  de  eo  quid  per  Theoriam  in 
cognofcendis  motibus  coeleftibus  effici  poterit ,  meo 
judicio  integre  agendum  erit 9  contra  quod  fit ,  dum  9 
exempli  gratia  ,  tabulae  per  Theoriam  conftru&ae  9  & 
ope  obfervationum  correftae  ,  nihilominus  Theoriae 
unice  adfcribuntur  .  Notum  eft  tabulas  Domini  Ma- 
jeri  ,  ex  omnibus  hucufque  editis ,  obfervationibus  op¬ 
time  refpondere  9  &  nomen  beati  viri  9  qui  tum  illo 
opere  ,  tum  aliis  praeclaris  Aftronomiam  ditaverat  in¬ 
ventis  ,  apud  fubfequentes  Aftronomos  femper  celebre 
erit.  Verum  dubitare  adhuc  mihi  liceat  de  earumdem 

t» 

tabularum  conftruftione  ope  folius  Theoriae  9  ficut  & 
eoufque  dubitem  aliquem  5  problema  hoc  aggrediendo 
per  determinationem  orbitae  defcribendae  direftam 
ope  analyfeos  fecundum  principia  in  hifce  pofita  illud 
abfoluturum  fore  ,  donec  impedimenta  in  obfervatione 
prima  hujus  paragraphi  indicata  removere  fciat  .  Hoc 
autem  ipfo  haud  negaverim  varias  effe  rationes  The- 
oriam  aliquam  perficiendi  novis  correftionibus  ,  &  af- 
fiduis  obfervationibus ;  non  autem  eo  ipfo  conftat  ? 
quid  per  Theoriam  abfolute  9  &  problema  via  dire- 
fta  in  toto  fuo  complexu  traftando  effici  poterit. 

4°.  Haud  itaque  minori  cum  fucceflu  crediderim 
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viam  determinandi  inaequalitates  corporum  coeleftium, 
quae  per  continuas  procedit  corre&iones ,  adhiberi 
poffe  ,  cujus  methodi  mentionem  feci  in  initio  para- 
graphi  3. ,  proponi  autem  analytice  poterit  methodus 
aliqua  hujus  indolis  modo  fequenti  .  Si  fuerint  vires  9 
&  71  redu£tae  ut  prius  ,  &  negligendo  vim  7t  ut  exi¬ 
guam  ,  habetur  aequatio  ad  orbitam  fola  vi  9  def- 

(I)  2  ~  , 

cribendam  haec  d  dv-+-v  d  f' - - -j— . -  —o  *  Erit  que 

1  V  gg 

=5  ~  —  =  -7— ,  &  ope  harum 

gg  V  gg 


temporis  aequatio  d  t 


duarum  aequationum  invenietur  angulus  dato  tempore 
defcribendus  ex  fola  vi  9  .  Si  jam  vis  it  confideretur , 
illa  quatenus  eft  normalis  ad  radium  ve&orem  ,  in 
convolvenda  figura  per  vim  9  defcribenda  circa  cen¬ 
trum  virium  ,  ad  quod  tendunt  vires  9  ,  tota  confu- 
mitur  .  Inventa  itaque  fumma  angulorum  o  D  H  pro 
aliquo  tempore  dato  ,  quae  dicatur  q ,  habebitur  lo¬ 
cus  corporis  .  Erit  vero  0  D  H  = d  d  q===  j  ergo 

ii  per  aequationem  priorem  fit  v  =  9  ^  ,  ubi  9  {  eft 
illa  ipfius  1  funftio  ,  quae  prodiret  per  ejus  aequatio¬ 
nis  integrationem  ,  invenietur  9=/  d^f  . ,  quae 

9  £  i  gg 

aequatio  ,  cum  arcus  circuli  eam  ingrediatur  ,  indicat 

6 
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angulum  q  continuo  crefcere .  Hanc  analyfin  ulterius 
&  ita  profequi  ,  ut  ejus  aliquod  fpecimen  praecipuum 
exhibere  queam ,  variae  occupationes  hucufque  vetu¬ 
erunt  .  Crediderim  tamen  hanc  rationem  proponendi 
problema  trium  corporum  haud  infeliciter  applicari 
poffe  {imiliter  ad  turbationes  Cometarum  a  Planetis  in¬ 
veniendas  ,  dum  illi  in  fuo  acceffu  &  receffu  a  Sole 
verfantur  in  horum  viciniis  ,  tum  propterea ,  quod  vi¬ 
res  turbatrices  Planetarum  ,  dum  Cometa  eft  in  peri- 
helio ,  ut  evanefcentes  haberi  queant  ,  &  ob  id  orbi¬ 
ta  per  obfervationes  talis  determinari  ,  qualis  elfet  fi 
omnes  vires  turbantes  abeflent  ,  tum  etiam  propterea, 
quod  in  Theoria  Cometarum  fufficiat  pro  quavis  re¬ 
volutione  inveniffe  illas  turbationes  calculo  repetito  . 

§.  VI IL 

Ha&enus  in  analyfi  fola  ,  &  ejus  examine  brevi 
inftituendo  occupatus  ,  pauca  addam  de  formularum 
analyticarum  ufu  in  tabulis  conftruendis ,  qui  in  eo 
potiffimum  confiftit,  ut  determinentur,  ea  qua  fieri 
poterit  exaftitudine  ,  coefficientes  dati ,  qui  per  obfer¬ 
vationes  cognofci  debent  .  Ad  reliqua  elementa  obfer- 
vationibus  nofcenda  ,  ut  inclinationem  orbitae  medi¬ 
am  5  medium  nodorum  motum  &c.  :  quae  coefficientes 
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datos  ingrediuntur  ,  quod  attinet ,  obfervationes  fele- 

&ae  ,  &  bonae  ad  ea  determinanda  infervient  ;  ex- 
centricitas  autem  orbitae  Lunaris  ,  quae  eft  coeffici- 
ens  termini  Cos.  N  i  in  aequatione  ad  orbitam  ,  non 
fatis  exafte  adhuc  deprehenla  efife  mihi  videtur  .  Quan¬ 
do  ad  ipfam  methodum  folvendi  problema ,  &  ad 
aequationem  differentialem  orbitam  mobilis  indican- 
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tem  ,  fcilicet  d  dv 

7T  d  7 

— l-  &c.  attenditur  ,  fatis  liquet  orbitam  Lunae 

ylgg  I 

confiderari  debere  ,  ut  ellipfin  perfeftam  circa  centrum 
Telluris  tanquam  figurae  focum  defcriptam  ,  fed  a  vi¬ 
ribus  Solis  turbatam  ,  quae  figura  elliptica  exprimitur 
aequatione  a  tribus  primis  aequationis  terminis  fcilicet 

ddv-hv  d^ —  —  =  o  ,  in  qua  aequatione  tum 

^  ... 

conftante  ,  indicantibus  reliquis  terminis  in¬ 
aequalitates  a  Solis  aftione  oriundas  .  Aequationem  ve¬ 
ro  integralem  ad  illam  perfeftam  ellipfin  ,  quam  ,  re¬ 
mota  Solis  aftione  ,  Luna  circa  Terram  defcriberet , 
terminus  formae  P  Cos.  {  ingreditur  ,  qui  in  aequa¬ 
tione  ad  orbitam  Lunae  veram  fit  formae  P  Cos.  N  i  , 
quo  indicatur  apfides  figurae  motu  quodam  affici ,  & 
qui  terminus ,  quoad  coefficientem  P ,  nullam  fubit 
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mutationem  per  vires  Solis  tutbantes ,  Dum  itaque  ve¬ 
rus  pro  P  y  valor  erit  fobftituendus  ,  excentricitas  el- 
lipfeos  primitivae  ,  ut  ita  dicam ,  feu  ellipfeos  defcri- 
bendae ,  fi  Sol  abeflet  ,  erit  invenienda.  Ad  hunc  va- 
lorem  ipfi  P  tribuendum  ,  &  qui  per  aequationem  ad 
orbitam  exigitur ,  oportet  illam  orbitam  ,  quam  Luna 
ab  omni  Solis  aftione  libera  defcriberet ,  determinari . 
Cum  autem  haud  demonftrari  poterit  excentricitatem 
mediam  inter  maximam  &  minimam  ,  fupputandam  ab 
aequatione  centri  orbitae  Lunaris  maximae  ,  &  mini¬ 
mae  ,  huic  jam  defcriptae  aequiv alere  ,  gratis  mihi 
videtur  hoc  medium  affumi  t  an  quam  id  ,  quod  pro  P 
in  aequatione  ad  orbitam  Lunae  veram  erit  fubftituen- 
dum  .  Iftae  obfervationes ,  quarum  ope  ,  methodo  ali¬ 
qua  direfta  haec  determinari  poterit  orbita  ,  &  pro¬ 
inde  vera  excentricitas ,  vix  indicari  poterunt ,  cum 
Luna  per  Solis  aftionem  ab  illa  orbita  perpetuo  retra¬ 
hatur  e  Operae  autem  pretium  fortaffis  erit  modo  fe- 
quenti  in  hac  re  difcutienda  procedere  .  Calculo  analy- 
tico  pro  motu  Lunae  inveniendo,  omni  qua  fieri  po¬ 
terit  accuratione  ad  tot  terminos  ,  quot  requiri  ab 
ipfa  terminorum  prodeuntium  indole  intelligi  poterit  , 
promoto  ,  quaeratur  angulus  a  Luna  defcribendus  tem- 
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pore  dato  in  anomalia  media  ,  ut  fcilicet  fit  {= Z-\-A 
Sin.  a  Z  -4-  B  Sin.  b  Z  C  Sin.  cZ+  &c  :  defignante 
Z  anomaliam  mediam  .  Horum  terminorum  coefficien- 
tes  datos  ingredientur  elementa  data  ,  ut  excentricitas 
P  ,  inclinatio  ^ ,  excentricitas  orbitae  telluris  X  ,  &c.  , 
eofque  una  cum  faflioribus  numeralibus  conftituent . 
Datis  hifce  ultimis  elementis  per  obfervationes  ad  id 
idoneas  ,  remanebit  P  adhuc  incognita  hos  ingrediens 
coefficientes  .  Obfervationibus  igitur  inveniatur  ang*  { 
dato  tempore  defcriptus  ,  qui  fitnPm11,  &  habebi¬ 
tur  aequatio  n°  l1  mn-Z-)~ A  Sin. a  Z-h&c.  .  Ex  tempo¬ 
re  autem  dato  indagantur  Sin.  a  Z  ,  Sin.  b  Z  ,  &c.  : 
unde  calculo  algebraico  innotefcet  P  .  Ipfa  hujus  pro- 
ceflus  natura  indicat  valorem  ipfius  P  fore  eum  quem 
obtineret ,  fi  Luna  ab  aftione  Solis  libera  fuam  circa 
Tellurem  ellipfin  defcriberet  ,  cum  fcilicet  P  per  ipfam 
illam  aequationem  determinetur  ,  in  qua  P  valorem  ex- 
centricitatis  ellipfeos  exaftae  circa  Tellurem  defcriben- 
dae  habere  debet .  Obfervationum  momenta  ejufmodi , 
in  quibus  plures  inaequalitates  evanefcant ,  ut  huic  fi¬ 
ni  apprime  idonea,  eligi  poterunt.  Quod  fi  res  fuc- 
cedat ,  verufque  valor  inventus  hac  ratione  fuerit ,  id- 
que  per  obfervationes  tabularum  convenientiam  cum 
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obfervationibus  comprobantes  conftet  ,  indicium  erit 
analyfin  ita  fuiffe  inftitutam  ,  &  approximationem  ea 
cautela  effe  peraftam  ,  ut  termini  aut  rejefti ,  aut  ita 
comparati  ac  obfervat.  I.  paragraphi  antecedentis  in¬ 
dicat  ,  proindeque  analyfin  femper  effugientes ,  jure  ne- 
gligi  queant .  Sin  minus ,  aliae  tententur  viae  ad  hanc 

Theoriam  perficiendam  .  Interea  valde  dubitem  quem¬ 
quam  analyfin  hanc  ultra  id  ,  quod  faftum  eft  ,  promo¬ 
turum  fore  .  Dum  autem  haec  auguror  ,  tantummodo 
eft  fermo  de  via  illa  analytica  ,  quam  in  hifce  ante¬ 
cedentibus  mea  propofui  methodo  ,  &  quam  eandem 
viri  meo  judicio  omnino  majores,  Domini  fcilicet  d’ 
Alembert  ,  Euler  ,  Clairaut  ,  Simpson  ,  quifque 
fua  methodo  particulari  fequi  &  amplefti  amarunt . 
Novum  autem  quid  hoc  in  negotio  praeftitiffe  illum 
non  exiftimaverim ,  qui  approximationes  fecundum  haec 
principia  inftituendas  labore  incredibili  ad  plures  or¬ 
dines  parvorum  evehat ,  eoque  pafto  fortaflis  unum  , 
vel  alterum  invenerit  terminum  addendum  .  Neque  dum 
quaeftio  eft  de  eo  ,  quid  per  Theoriam  in  motibus  coe- 
leftium  corporum  ,  eorumque  turbationibus  inveniendis 
effici  poterit  ;  illum  omnem  moviffe  lapidem  fentio  , 
qui  Theoriam  quamvis  afiiduis  obfervationibus  ita  cor- 
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re&am  dederit ,  ut  tabulas  licet  admodum  exaftas 
duplici  ifta  compilaverit  via .  Difiertatiuncula  hac  in  fi¬ 
nem  vergente  ,  hanc  fubjungere  mihi  liceat  animad- 
verfionem  :  vereor  fcilicet  ,  ne  arti  analyticae  &  calcu¬ 
lo  ,  quibus  fua  laus  &  gloria  femper  utique  conftabit, 
quae  tamen  ut  fubfidia  ,  deficiente  Geometria  ,  fpefta- 
ri  debent ,  in  hujufmodi  quaeftionibus  ,  quales  fuiit 
determinationes  motuum  coeleftium ,  refolvendis  ,  no- 
ftro  aevo  plus  jufto  indulgeatur  ,  dum  viam  analyticam 
efie  folam  ad  conclufiones  cum  natura  convenientes 
hoc  in  negotio  perveniendi  quafi  ratum  ftatumque  iit . 
Subfidia  illa  quae  fuggerit  Geometria  ,  quorumque  ope 
Magnus  Newtonus  tam  firma  etiam  in  hujufmodi  ar¬ 
gumentis  tra&andis  pofuerit  fundamenta,  &  quibus  in 
debitum  revocatis  ufum  ,  analyfta  ille  Geometricus , 
qui  eadem  fcienter  adhibere  noverit ,  quovis  greflu  , 
quid  aftum  fit  ,  quid  deficiat  nofcet ,  aliquoties  fortaf- 
fis  huic  Theoriae  haud  minorem  addent  lucem  ,  quam 
analyfis  &  calculus .  Iiaec  fuerunt  pauca  illa ,  quae 
hac  occafione  circa  Lunae  Theoriam  monenda  mihi 
in  mentem  venerunt . 

Quam  fcit  uter  que  ,  libens  cenfebo  ,  exerceat  artem  * 

Horatius  * 
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T  .  ... 

M—jItteras  tuas  humanijjlmas  ,  dte  Julii  ad 
me  datas ,  non  7tiji  pofl  reditum  ex  Germania 
meunte  menfe  Novembri  accepi  ;  ac  primo  mihi 
gavifus  fum ,  quod  quae  ad  Clarifs.  Ferner  UM 
de  tuis  in  librum  Quadraturarum  Newtom  ex¬ 
plicationibus  ac  commentariis  amice  ,  ut  feritie- 
bam  ,  fcripferam  ,  nova  milu  obtinuerint  inge¬ 
mi  tui  monumenta  .  Deinde  vero  fpecimen  tuum 
pro  fupputandis  Lunae  inaequalitatibus  fumma 
cum  voluptate  animi  perlegi  ,  &  gratijjimum.  mihi 
accidit  ex  te  ipfo  intelhgere  quid  Jentias  de  ar¬ 
duis  hifce  problematis  ,  quae  cum  Geometricis 
approximatiombus  a  Newtono  primum  tentata , 
&  ad  aequationes  ,  ac  tabulas  obferv  udonibus 
optime  congruentes  deducia  Jint ,  ante  annos  fe¬ 
re  vigintiquinque  recognita  ,  &  omnibus  analy- 
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feos  fiibjidus  generarim  in  omnes  partes  ver  fata , 
fex  jam  aut  feptem  primi  ordinis  Mathemati¬ 
cos  exercuerunt  .  Denique  fpecimen  omne  Par¬ 
mam  tranfmifi  ad  D.num  DE  Keralio  ,  homi¬ 
nem  Mathematicis  fudus  ,  &  ea  laude  inprimis 
clarum ,  quod  felicifimo  ingenio  Regii  Adole- 
fcentis  ,  &  naturalibus  animi  dotibus  explicandis 
praefectus  ,  liberalijfuna  infitutione  cultorem 
optimum  litteris  ,  bonis  artibus  Patronum  muni- 
fcentifimum  ,  &  Parmenfi  Ditioni  Principem 
clementijfmum  ,  ac  magnanimum  praeparaverit . 
Tuam  ipfe  dijfertatConem  ilhco  ,  ut  vides  ,  in  lu¬ 
cem  publicam  edi  voluit .  Haec  de  rei  totius  exi¬ 
tu  .  Ut  de  re  ipfd  adjiciam  nonnulla  ,  initio  dif 
fertationis  ,  pro  inquirenda  di jferentiah  aequa¬ 
tione  ,  mihi  vifus  es  ad  methodum  Clairautii  , 
deinde  vero  in  progrejfu  pro  integralibus  accipi¬ 
endis  ad  AleMBERTII  methodum  propius  ac¬ 
cedere  ,  ac  novo  quodam  afpeclu  utramque  fc 
propofuifse ,  ut  iclu  oculi  tota  problematis  dif¬ 
ficilium  analyfis  pojfit  confpia  .  Quae  inter fr 
ruifii  ad  puram  algebram  pertinentia  fumrnum , 
ut  es ,  algebriflam  fapiunt  .  In  applicanda  autem 


analyfi  ,  &  algeb  ricis  aequationibus  ad  numeros 
traducendis  ,  quae  jit  praecipua  totius  calculi 
difficultas  paragrapho  feptimo  optime  indicajli: 
calculum  jcihcet  omnem  quibufdam  approxima- 
tiombus  complecti  :  approximationum  exordium 
fumi  ab  hypotefi  orbitae  proxime  circularis  ,  no- 
vifque  integrationibus  novas  orbitae  correctiones 
addi :  &  in  fingulis  integrationibus  plures  ter¬ 
minos  femper  negligi  ,  qui  per  nullam  deinde  in¬ 
tegrationem  ,  aut  correctionem  refii  tuuntur ,  qui¬ 
que  cujus  fint  ordinis  non  plane  condat ,  Quod 
fi  addas  plures  in  dijferentialibus  aequationibus 
#  terminos  cofinubus  angulorum  quorumdam 
affectos  ,  qui  aut  in  prima  aut  in  fecunda  inte¬ 
gratione  repetitis  divifionibus  augentur ,  &  exem¬ 
pla  quaeras  ex  iis  aequationibus  quae  habent 
pro  argumento  aut  duplam  Solis  difiantiam  ab 
apogaeo  ,  aut  duplam  difiantiam  Lunae  a  Sole 
dempta  anomalia  Lunae ,  conficies  profecto  in 
approximationibus  problematis  trium  corporum 
fummum  adhuc  analyfeos  rigorem  ,  perfecho- 
nemquc  defiderari  .  Ad  calcem  denique  totius 
fpecimims  optime  a  te  adnotatum  efi  fpeciem  il- 


lam  Geometrici  calculi  qua  Newtonus  potijfmum 
ufus  efl ,  plura  fubfdia  ad  approximationes  con¬ 
trahendas  Juppeditare . 

Opus  meum  de  umverfali  corporum,  gravitate , 
mifsumjam  Vindobona  ad  F ern eru M  &  W AR- 
GENTINUM  ,  te  modo  evolvifse  fpero ,  &  plura 
compendia  hujufnodi  examinafse  ,  ut  quae  va¬ 
riationem  Lunae,  quae  aequationes  annuas ,  quae 
apogaei  ,  &  nodorum  motum  ,  atque  inde  ortas 
aequationes  alias  rejpiciunt .  Spero  etiam  brevi 
accipere  quid  tibi  de  theoria  Lunae  Jingillatim , 
atque  univerjim  de  toto  opere  vifum  fuerit:  ex 
W  ARGEIS!  TINO  autem  potifftmum  audire  vellem 
quid  fentiat  de  theoremate  illo  elhpfeos  revolutae 
ac  tranjpoftae  ,  quod  cum  in  Luna  tantum  quam 
proxime  verum  ft,  in  orbitis  Satellitum  Jovia¬ 
lium  ,  ob  parvitatem  excentricitatis  ,  ejl  fere  ac¬ 
curate  verum ,  quodque  cum  a  Luna  ad  Satellites 
ipfos  traduxijjem  ,  brevijjimo  calculo  aequationes 
illas  collegi  ,  quibus  JV ARGENTI NUS  eximiam 
Aflronomiae  acceffionem  fecit  ,  &  quae  empi¬ 
ricae  dictae  funt  cum  primum  obfervationum  ope 
innotuerunt .  Ego  pof  operis  editionem  exiguas 
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omnes  Lunae  aequationes  ,  illamque  inprimis  re¬ 
cognovi  ,  quae  habet  pro  argumento  Jijnphcem 
dijlantiam  Lunae  a  Sole  ,  quaeque  cum  in  Pro- 
pos.  VIII.  Ltb.  III.  unius  integrationis  ope  uno 
fere  ac  dimidio  minuto  minor  prodierit  quam 
ferant  Maqeri  tabulae  ,  duplici  pojlmodum  in¬ 
tegratione  ad  eafdem  tabulas  proxime  deducia 
€fi  .  Accidit  autem  quod  cum  citatae  propojitio- 
nis  methodum  latius  evolverem ,  animadverti  & 
generalem  ejje  methodum  ,  &  ad  theoriam  omnem 
non  folum  Lunae  ,  fed  aliorum  etiam  S atelhturn  , 
Jovisque  infuper  ac  Saturni  ,  &  P lanetarum  om¬ 
nium  brevijjime  traduci  pofse  .  Quae  inveni  hacte¬ 
nus  tibi  exferibam ,  ut  videas  me  quandoque  iti¬ 
neribus  ,  aliifque  curis  dijlraclum  ,  non  omnino 
tamen  a  (ludas  his  jucundiJJlmis  feriare  .  Quae 
vero  deinceps  addere  contigerit ,  niji  illicoin  lu¬ 
cem  prodeant  ,  tibi  per  litteras  communicabo  . 
Haec  modo  habe  amicitiae  &  honoris  caufsa  . 
Obfequium  meum  Academiae  nojlrae  Holmienf 
te  (latum  facies .  Lnprinus  autem  Fernerum  & 
W ARGENTI NUM  meo  nomine  faluta  .  Vale  . 

D abam  Mediolani  die  /.  Februarii  anni  r/Gc). 
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I. 

C^Uoniam  ,  fublatis  viribus  perturbatricibus  ,  Luna 
vi fuae  gravitatis  elhpfim  circa  Terram  veluti  circa  fo¬ 
cum  defcriberet  ,  fi  major  ipfius  ellipfeos  femiaxis  f 
five  mediocris  Lunae  diftantia  a  Terra  exprimatur  uni¬ 
tate  ,  &  excentricitas  vocetur  <f  ,  anomalia  vera  { , 
media  autem  Z  ;  erit  radius  veftor  quicumque  b  = 

= 1  ~ ^  ^  cos.?+  a^cos.2 1 

&c.  ,  eritque  anomalia  vera  z  _( 2  f  ~  a?  0 

Sin.  Z  -+•  •—  ® Sin.  ^  Z  —  -LL  ®  \  Sin.  sZ  ,  &  filit 
4  1  12  1  J  7 

9  =  0,05505  ,  erunt  aequationes  priores  medii  motus 
Lunae  ,  —  6°  \S!  zir\  Sin.  Z  -+-  13^  Sin.  iZ  —  37^. 
Sin.  3  Z  :  quae  duo  fatis  nota  Theoremata  fingulari 
methodo  expofui  Cap.  IX.  Lib.  I.  De  Gravitate . 
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•  *  II. 

Quia  vero  per  CorolL  L  Prop.  xxxvn.  Lib.  ejuf- 
dem  I.  gravitas  Lunae  in  fumma  apfide  ellipfeos  effet 
ad  vim  centrifugam  ,  ut  diftantia  apogaea  ad  dimi¬ 
dium  latus  redfum  principale  ,  live  ut  i  -h  9  :  i  ■ —  9 2 
=  1  :  1  h—  9  9  &  vis  centrifuga  variari  debet  in  tri¬ 
plicata  ratione  diftantiae  a  foco  reciproce  $  fi  gravi¬ 
tas  in  mediocri  diftantia  exponatur  fimiliter  unitate  , 

&  ad  diftantiam  quamcumque  b  fit  i  ,  erit  vis  cen¬ 
trifuga  in  fumma  apfide  ,  &  ad  diftantiam  b 

1  —  9'  .  .  r  Vrr  *  •  *  —  b 

erit  — r? —  ,  ac  vis  utnulque  aifierentia  erit  - — —  9 

b>  1  b> 

&  fi  adtione  virium  quarumlibet  perturbatricium  ita 
abducatur  Luna  a  perimetro  ellipfeos  ,  ut  radius  ve¬ 
ctor  b  evadat  ^  +  q  &  fit  quantitas  t  fatis  parva. 


fiet  differentia  duarum  virium 


<?2^b^.t 


i—9 


2 1 

JT 


j  b2  t  b 3 

:  unde  priorem  differentiam  fub- 


trahendo  ,  erit  — — - 

b) 


2  t  uf  ) 


b 4 


vis  omnis  ,  quae  vi¬ 


ribus  illis  perturbatricibus  obnitetur  ,  atque  impediet 

ne  Luna  a  perimetro  ellipfeos  recedat  longius ,  &  in 

/  « 

orbita  circulari  vis  hujus  modi  erit  «  1 9  receffui  fci- 
iicet  ab  ipfa  orbita  proportionalis , 


III. 


Quod  fi  infiiper  mediocres  Lunae  a^Terra  ,  &  Ter¬ 
rae  a  Sole  fint  inter  fe  ut  i  :  a  ,  &  fit  i  :  N  ratio  re¬ 
volutionis  Lunae  periodicae  ad  fynodicam  ,  &  i  :  n  fit 
ratio  periodicorum  temporum  Terrae  circa  Solem  ,  & 
Lunae  circa  Terram,  adeoque  fit  i  —  n:  i  =  i  :N, 
&  fi  motus  Lunae  ab  apogaeo  fupputatus  vocetur  ^  , 
motus  Solis  ab  eodem  punfto  fit  n  ^  ,  &  Lunae  a  Sole 
diftantia  { —  per  Propos.  i.  Lib.  III.  erit  vis  per¬ 

turbatrix  Solis  juxta  veftorem  radium  Lunaris  orbitae 

I  'Z 

exercita  =  —  b  n  -h  ^  b  n:  .  Cos.  (2^2  n^) 


n 


8  a 


.  Cos.  (  {  _  n  1 )  ,  &  vis  omnis  centripeta  Lu- 

b  n2  —  ~  b  n  ,  Cos.  (  2  ^ 

jL 


nae  in  Terram 


-  _ 


i) 


n 


b 2  1 

8  ^  .  Cos.  (  £  —  n  1 )  ,  &  vis  perturbatrix 

radio  eidem  veftori  perpendicularis  erit  =  Sitim 

(2  1-  2  n  ?)  -H  •  Sin.  ({-«{). 

IV. 


Et  quia  infuper  velocitas  in  elementum  fuum  du&a 
aequatur  vi  acceleratrici  duftae  in  elementum  fpatii, 
&  elementum  fpatii  perpendiculariter  ad  ve&orem  ra¬ 
dium  in  orbita  elliptica  percurfi  eft  b  d  ^ ,  fi  velocitas 
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perpendicularis  radio  ipfi  vocetur  V,  erit  V dV  — 
—  tib*n2d{.  Sin  (2  {  —  2/z{)  —  .  Sin.  ({  ~/2{): 

&  pro  £2fcribendo  1  +  29.  Cos.  {  -4-  <p2»  Cos.  2^ 


ut  ,  cum  produ&um  Sinus  ,  &  Cofinus  duorum  arcuum 
aequetur  dimidio  Sinui  totius  fummae  addito  dimidio 
Sinu  differentiae  arcuum  eorumdem  ,  prior  terminus 

l2n2.  Sin.  (  2  ^  2  /z  £  )  evadat  ^  ^/22.  Sin.  (2  {  >— . 

^  „2 


Sin.  (  2  ^  — 1  2  /2^  rt  {  )H-  £-/22<p\  Sin. 

X  o 

2  n  1  j  integrando  de  more  ,  &  pro  — —  fcribendo 

atque  ita  addendo  conflantem  ut  in  quadraturis  ,  pofito 
Cos.  (2  1  _  2  /z  {)  =  i ,  velocitas  omnis  ex  viribus  per» 
turbatricibus  orta  evanefcat ,  quia  fumma  omnium  Sinu- 

•  .  <t>  *  * 

um  aequatur  Sinui  verfo  per  coefficientem  conflantem 


variabilis  anguli  divifo,  fiet  V 


9  .  3  „2 


n 


3  t  at  n  \  .  2  Cos.(  2  7  ^  2  /7  r  1  ) 

-  n  N.  Cos.  (2  7—  2  /2  7)  -+-  3  /z  0.  - — - — ^ - ./ 

2  1  1  j  t  2  —  1  /2  -H  1 


5 

7 


72  <p\  Cos.  2  n  { 


3n2N 

4* 

V.  - 


*  Cos.  (  £  _  /2  ^  )  . 


Quia  denique  vis  centrifuga  aequatur  quadrato  ve¬ 
locitatis  radio  veftori  perpendicularis  divifo  per  eun¬ 
dem  radium ,  erit  incrementum  vis  centrifugae  ortum 


ex 


viribus  perturbatricibus  -t-  ~d~  •  Cos.  (2{  _ 


xni) 


2  n 


{ 


3  n2<p  Cos.  ( 2  f  ^  2  n  x  ~4~  ?  ) 

-  -  n—  *  _ _ _ _ . _  - 

b 

3  n2  N 


2  /2 


y  n  9  ".Cos, 


4  a 


.  Cos.  (  £  —  n  1 )  ,  atque  addendo  vim 


aliam  perturbatricem  ,  quae  juxta  veftorem  radium 
dirigitur  ,  per  §.  II. ,  &  III.  ,  erit  vis  omnis  accele- 
ratrix  ,  qua  Luna  fpatio  t  retrahetur  a  perimetro  elli~ 

pfeos  ,  &  qua  ellipticus  motus  turbabitur  ,  = 

^ N -  • 

2  2  \  £  / 
Cos.  (  2  7  1—  2  n  1 


.3  C  1  -  9  3  j 

b 4 


2  £ 


Cos.  (2{~  2  /2  ^  ) 


J  /z3  9 


2  n 


~~~8~ —  *  ^0S'  2  72  {  *“•"  Cos.  (  ^  h-  n  {  )• 

VI. 

Jam  vero  fi  fit  aequatio  differentiatis  fecundi  gradus 
d  d  t  -4-  A2td  i?  7^.  Cos.  C  7,  erit  ^ — *-—===.  E  -4*~ 

v_>os.  a  ^ 

fumendo  enim  differentia- 


D .  Sin.^{ 


i?  Cos.  C? 


C2)  Cos.  A  £ 

C^s.  A  A  t  d  Sin.  ^  ^ 
(  Cos.  A  ?d)  2 


Cos.  ^  { 

le  hujus  quantitatis  ,  erit 

AD.d%  B.  dz  C. .  Sin.£>.  Cos. A 7  ^A.Cos.C  {Sm.Aj^ 

(Cos .~A  ()2  A2^  C2  *  Cos.  A  1 

&  cum  fit  _  C.  Sin.  C  {.  Cos.  A  i~h  A.  Cos.  C  ^  .  Sin. 
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A{ 


-  (  A~  C).  Sin.  (A{-hC()-t-  ~(^_hC).' 

Z  2 

Sin.  (  ^  9  C  9  )  ,  erit  infuper  d  r.  Cos.  A  9  A  t  dy 

Sin.  (A  9  -s-  C  9) 


A -+-C 


Sin.  A  9  =  A  D  .  d  9  ~h  B d^. 

B  Z  9 .  C  Z'^  -  9  ac  pofito  d  9  conflanti  erit 

d  d  t .  Cos.  A  A2  td  ^2.  Cos.  A  £  =  —  B  d^2.  Cos. 

2* 

Z?  Z92.  Cos.  (  A  ^  ^  C  i)  =:  B  d  i2\ 

2 

\ 

Cos.  A  £  .  Cos.  C  ^  . 

VII. 

*  {  J  '*"v  fc  ;  i  :  *  /•**  H  .  .  '  "**•'  *  -  -  - 

Bini  priores  termini  in  aequatione  t  =  E  .  Cos.  A  9 


Z?  .  Sin.  ^  9 


i?.  Cos.  C? 


i 


iidem  furit  qui  in  ellipfi  ; 


A2^C1 

nam  fi  anomalia  non  fupputetur  a  fumma  apfide  ?  fed 
a  punfto  ,  quod  inde  diftet  angulo  m  ,  loco  9  .  Cos.  9 
habebimus  9  .  Cos.  (  9  —  m  )  =  9  .  Cos.  /72  .  Cos.  9-4-9* 

Sin.  m  .  Sin.  9  .  Tertius  autem  terminus  —  '  P°SA~r~  indi- 

cabit  receffum  ab  ipfa  orbita  elliptica .  Quod  fi  vero 
anomalia  fupputetur  ab  eo  punfto  ,  in  quo  eft  9  =  0, 
&  in  priori  integratione  aequationis  conflans  nulla  ad~ 
di  debeat  ?  fiet  t  —  E  .  Cos.  9-4-  ^7°^^  :  &  fi 
infuper  pofito  9  =  0  debeat  efle  t 


A2-  C2 
o  ,  fiet  £ 


£ 


^  *  Quare  etiam  fi  ponatur  A=z  C  ,  &  ,  ob  quan- 


titatem  — — -^-2  infinitam  ,  debeat  aequatio  circulares 

aliquos  arcus  involvere  ,  qui  magis  femper  magifque 
augeantur  ,  ipfa  conflantis  additione  evanefcent  circu¬ 
lares  arcus ,  &  evanefcet  fimul  praecipua  horum  pro¬ 
blematum  difficultas  . 


VIII. 

Datis  hifce  omnibus  ,  fi  exordiamur  a  vi  _<  t  -4- 

i fO-U)  .  Cos.  (  {  —  n  1 ,  inquiramufque  exi¬ 
guam  omnem  aberrationem  ab  orbita  elliptica  ,  ac 
proxime  circulari ,  quae  a  vi  ipfa  oriri  debet  ,  habe¬ 


bimus  d  d  t  =  t  d  C  3-J  Cos.(^ 

d  7J  .  Notum  efl  enim  quod  ii  vis  acceleratrix  voce¬ 
tur  P  ,  d  t  elementum  fpatii  ,  &  conflans  elementum 

d  t 

temporis  d  ^ ,  ac  fit  velocitas  —  ,  acceptis  differen- 

_  £ 

•1*1  *  ^  d  t  > 

tialibus  erit  — 7 —  =  d 

di 


l  .  Itaque  integrando  het 


3  \  _  Cos.  ni)  __  j_n_ 
2  J  i  (  1  n)2  8  a 


Cos.  (  ^  _  n  ^  )  .  Quia  vero  data  velocitate  projectio¬ 


nis  ,  ob  aequales  areas  aequalibus  temporibus  defcri- 
ptas  ,  angulares  motus  funt  inter  fe  reciproce  ut  qua- 

\  N 

drata  radiorum ,  8c  velocitate  aufta  vel  imminuta  ao- 


( 


7* 

gulares  motus  funt  ut  velocitates  dire&e  ,  &  quadrata 
radiorum  reciproce  ,  dum  radius  b  fiet  b  1 ,  &  ve¬ 
locitas  proje&ionis  augebitur  quantitate  ~  n* 2  N.  Cos. 
(  £  _  n  ^ )  ,  angularis  motus  d  [  variabitur  in  ratione 
b1 * *  - i  b  t:  b  -\-  .  N:  Cos.  (  £  h-  n  j  ,  five  in  ra¬ 


tione  i  :  i^HH- 


3 72 ' 

<?a 


•  -AT.  Cos.  (  ^  ^  /2  ^  ) 


-  i  : 


.3 72 


4  ^  \ 


—  —  —  iV  ,  Cos.  (  {  h-  n  {  ) :  ac  rur- 


J  nN 
~TaT 


fus  integrando  erit  medii  motus  aequatio  - 

(2iV-h-3  n).  Sin.  —  n {).  Quod  fi  igitur  parallaxis 

mediocris  Solis  fit  9  Lunae  autem  57-18  7\8c  fit  propte- 
rea  1:  <1=9  :  3438,  fitque  infuper  1  :  N=z  1:  i,  08085  3, 

&  1  :n—  365^6^  9  :  27^  7^  4 3  =1 3  ,  3688  :  1  ,  fiet 

2  At«4-  3  h-  -iV  /2  )  =  o,  0405  ,  &  cum  ra¬ 
dius  aequetur  arcui  57 , 29578° ,  five  206264, 808 
erit  aequatio  omnis  hujus  modi  — ,  1  1  24 11 .  Sin.  ({  _ 

eademque  evaderet  _  1  •  3  g .  Sin.  (  {  ^  /2  ^  )  ,  fi  paral- 

1 11 

laxis  Solis  eflet  10  —  . 

2 

IX. 

Eadem  methodo  inveniri  poterunt  inaequalitates  il¬ 

lae  aliorum  Satellitum  ac  Planetarum ,  quae  propor- 
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tionales  funt  Sinui  diftantiae  fimplicis  unius  ab  alio  . 

Nam  fi  i  :  a  fit  ratio  diflantiarum  Planetae  inferioris , 
^  -v. 

luperiorifque  a  Sole  ,/2:1  ratio  periodicorum  tem¬ 
porum  ,  1  :  N  ratio  differentiae  motuum  angularium 
ad  inferioris  Planetae  motum  ,  1  :  M  ratio  maffarum 
fuperioris  Planetae  ,  &  Solis  j  per  Propos.  xxxi. ,  & 
xxxii.  Lib.  III.  De  Gravitate  ,  erit  vis  perturbatrix 

.  (z  N+  3  -+-  5 .  •  Cos.  ( {  -  n  0  .  Erit 

itaque  differentia  ve&oris  radii  _1_  AjW  3  5. 


2^4- j\  Cos.  (7—72?)  0  J..  .  . 

-r—  )  *  - — -r^  ,  &:  motus  medii  variatio 

a 2  /  1  n  —  n 2  7 


8 


erit 


3  N 


4  Ala 


(  1 V-+-  3 


Sin. 


8 


-+-  5in.  ^  {—  1 

a 2  J  m  —  n: 


3  V 


^  !  -f.  JL  ^  Sin.  (  £  —  n  {  )  .  Haec  formula  fi  iif- 


dem  numeris  Cap.  VII.  Lib.  III.  fubdu&is  ad  Plane¬ 
tas  omnes  inferiores  traducatur ,  priorem  quidem  aequa¬ 
tionem  medii  motus  Jovis  aftione  Saturni  genitam  prae- 

SJ 

bebit  fere  —  1  ^  .  Sin.  (  ^  —  n  {  )  ,  ut  in  eodem  ca¬ 
pite  invenimus  ,  &  proxime  ut  ferunt  Majeri  Ta¬ 
bulae  :  maximam  vero  aequationem  medii  motus  Mar¬ 
tis  ex  Jove  ortam  praebebit  —  21  rr ,  Terrae  ex  Jove 
—  7n,  primi  Jovis  Satellitis  ex  fecundo  ,  Se  fecundi 


i 


bj  .  Cos.  (i  i—,  i  n^) 
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.  .  •  J  y  ZOGxGS11  •  j 

etiam  ex  tertio  —  - — —  ,  quae  tria  ad  numeros 

Cl.  Clairaut  ,  Bailly  ,  &  la  Lande  propius  quam 
antea  accedent . 

X. 

Ut  vero  ad  Lunam  redeamus  ,  fi  manentibus  omni¬ 
bus  quae  antea  inveniendae  fint  aberrationes  ab  orbi¬ 
ta  elliptica ,  variationefque  medii  motus ,  quae  viribus 

xt  3 t  3  2  / N 

Tn-(r 

1  n2  q>  Cos.  (  2  7  —  1  n  7  -4-  I  )  rr  o 

--  ^  T  ■  * - 1  ITTT^ —  g*gm  P°“unt  9  ^  minorum 

M  -  - .  *  .  *  *  * 

etiam  quantitatum  ratio  fit  habenda  ;  pro  quadrato  ele¬ 
menti  temporis  d  ^  fcribere  oportebit  Z>4  d^.  Nam  fi  in 
mediocri  diftantia  gravitas  unitate  exprimatur  ,  e  aci  em  - 
que  fit  expreflio  velocitatis,  quae  cadendo  per  dimi¬ 
dium  radium  acquiri  poftet ,  quaeque  in  circulari  or¬ 
bita  ad  diftantiam  mediam  defcripta  e  flet  velocitas 
projeftionis  ;  quia  tempus  periodicum  in  ellipfi  aequa¬ 
tur  periodico  tempori  in  circulo  ad  diftantiam  mediam 
defcripto,  totum  tempus  periodicum  in  ellipfi  expri¬ 
meretur  peripheria  ipfius  circuli ,  eritque  ad  tempus 
quo  defcribetur  angulus  d^  ,  ut  tota  area  ellipfeos  ad 
feftorem  quam  minimum  ,  five  ut  produftum  periphe- 


7* 

riae  in  dimidium  radium  ad  ~  b*  d  {  ,  eritque  idcirco 
b*  d  f  quadratum  temporis  ,  quo  in  ellipfi  defcribetur 
angulus  d  i  .  Hanc  igitur  quantitatem  ducendo  in  ex- 
preffionem  vis  acceleratricis  ,  ob  £3=  i  3  ?  .  Cos.  ^ , 

&  1  -h  5  <p  .  Cos.  {  ,  fiet  —  rd  (  jVi>3  ■+■  .  Cos. 

(2  l  2  n  {)=  ^  /Z2  (  I  )  .  Cos.  (2{»~  272^) 


—  zz5  <p.  (  3  iv  -H  5  )  .  Cos.  (i{— ,  negle- 

T 

ftifque  produ&is  differentiae  r  in  quantitates  alias  in¬ 
feriorum  ordinum  ,  erit  dd  r  -+-  t  d^2==>  i-  /z2  (  jV-t-  i  ) 

i 


^{2-  Cos.  (!{-!«{)  -f-  3  <p  .  H,— L_) 

c/{5.  Cos.  (r_2/If)  +  ‘"1  ‘  ^  Ar-+-^ 
d  |5.  Cos.  (  3  2/!f)  . 


3«*  <P 


3 


:VJ 


XI. 


Integrando  igitur  juxta  §.  VI.  prodibit  aberratio  omnis 
/  ab  orbita  elliptica  =  — 

TZTn  >c°s-(T-*»r) 


3_ ^2  (A^_1_i).Cos.(z{~  agQ 
2  ^  ^  8  n 


x 

4 


3  «5?.  ( 


4 

3  tf-Hi 


/2  '  8  >->  1  i  n 


4  3^-2/2^  8  ^  \  zn 

ta  §.  IV.  ,  &  VIII.  motus  medius  minuetur  in  ratio- 


j6 

„„  .3  *’(#-+-  i).Cos.(z{_  in~)  3 

llc  1.1  I  - q — - -  —  1 — •  71  0 

l~8  n  1  r 


( 

( 


3  AT-+,  5 
4 

3  N-+-5 

4 


{~Tn  )  *  ^0S’  ({  — «  2  nl)  H-  3  7Z2  9  . 

L_\.  £2?:<H -"0  +  Xn-N. 

~  171  s  4  6  71  4 


3 


CoS.  (  2{_-  2/Z{)-4- 


1  «2<p. 

2 


C°S.  ((^1  71 

I  ►—  2  71 


3 


« 3  <p  •  5  ac  rurfus  integrando  habebun- 

^  h-  2»  T% 

tur  novae  aequationes  medii  motus  n  ‘X^fzk 
4r  ^Ln\  Sin.  (2  7  2  72  r)  ►—  i  /2  9.  0-  . 

4  ^  L  2  \  4  l~*l  71/ 

Sin.  (7  —  2  727)  2  5  c.  n  --rj 

- — — - —  -h  *-r  72  <p.  Sm.  (3  1  ni)  ,  nldem- 

I  h-  2  71  J 

que  numeris  fubftitutis  qui  in  §.  VIII.  ,  evadent  aequa¬ 
tiones  ipfae  37 7.  Sin,  (  2  {  ^  2  n  {  )  ic  20 7  jo77.  Sin. 
(£h-2/l{)-+-  25  7/.  Sin.  (3^h-272{). 

XII, 


Sic  vero  inventa  priori  correftione  medii  motus 
Lunae  ,  &  veftoris  radii ,  ad  coefficientes  ftngulos  ac¬ 
curatius  determinandos  realTumi  poterunt  priores  omnes 
aequationes  ,  &  calculus  omnis  perduci  ad  inferiores 
terminos  quantum  libuerit .  Primo  fcilicet  in  loco 
quadrati  t 2 ,  &  produ&orum  omnium  differentiae  t , 


Sinufque,  aut  Cofinus  anomaliae,  valorem  vero  pro¬ 
ximum  fiibftituendo  ,  corrigenda  erit  expreffio  totius 
vis  ,  quae  juxta  veftorem  radium  dirigitur .  Deinde 
quia  vis  perturbatrix  quae  in  mediocri  lua  quantitate 

eft^-/22  variari  debet  in  triplicata  ratione  diftantiae 
2 

Solis  reciproce ,  fi  excentricitas  terreftri$  orbitae  vo- 

* 

cetur  <w  ,  termini  omnes  in  quibus  quantitas  n 3  occur¬ 
rit  ,  minuendi  erunt  in  ratione  i  —  3  w  .  Cos.  n  ^ :  1  . 
Tertio  fi  7t  fit  Sinus  inclinationis  Lunaris  orbitae  ad 
eclipticam ,  &  motus  Solis  ad  motum  nodi  fe  habeat 
ut  n  :  m  ,  iidem  termini ,  ob  varium  nodorum  locum, 

rurfus  minuendi  erunt  in  ratione  1  — —  rra  -4-  ^  7u2< 

4  4 

Cos.  (2/2{-b2/72{):i.  infiiper  in  expreffione  temporis, 
quo  angulus  d  ^  abfolvitur  ,  loco  b2  d^  ,  fcribere  opor¬ 
tebit  (b-\-t)2  d^:  &;  quia  aCtione  virium  radio  ve¬ 
ctori  perpendicularium  immutatur  velocitas  projectio¬ 
nis  ,  haec  alia  temporis  expreffio  augenda  erit  in  ratio- 

ne  imminutae  velocitatis  ,  live  in  ratione  i  :  i  —  f .  >— 

n 2  (  b  -4-  Sin.  (  2  {  —  2  «  {  )  —f.  (b  -I- 1) J 

d  .  Sin.  (  {  _  n  ^  )  .  Habitis  denique  conliderationi- 
bus  hifce  omnibus ,  eadem  calculi  methodo  ac  ferie  » 
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tempus  omne  quo  angulus  d  %  abfblvitur  9  &  anoma¬ 
lia  media  Z  accuratius  inveniri  poterit  ,  ac  facile 
poft  modum  erit  anomaliam  veram  ex  valore  mediae 
derivare  . 

XIII. 

Hoc  dato  <1  excentricitas  terreftris  orbitae  cum  Cail- 
lio  ,  &  Majero  ftatuatur  o,  0168  9  aequatio  Lunae 
quae  pendet  ex  loco  Terrae  ,  quaeque  annua  idcirco 

dicitur  ,  prodibit  circiter  12  ^  Sin.  n  1  ,  live  etiam 

1  / 

1 2  •  Sin.  Y ,  fi  anomalia  media  Terrae  vocetur  1  : 

2 

&  pariter  fi  inclinatio  media  Lunaris  orbitae  ad  eclip¬ 
ticam  ftatuatur  50  9^8^,  &  fit  X  media  diftantia 
Lunae  a  Sole ,  &  S  diftantia  media  Lunae  a  nodo  , 
facile  patebit  aequationem  ortam  ex  vario  nodorum 
loco  ,  &  inclinatione  Lunaris  orbitae  ad  eclipticam 
effe  —  47 IJ.  Sin.  (  2  n  ^  2 m  ^  ,  five  —  47 fr.  Sin.  (  2 

vS—  2X).At  vero  in  corrigendis  coefficientibus  alia¬ 
rum  aequationum ,  quae  habent  pro  argumentis  2  1  — 
2  n  1,  1  2  n  ^  ,  &  2  ,  five  2  X,  2  X  —  Z  ,  & 

2  X —  2  Z  ,  calculus  omnis ,  ob  magnum  exiguorum 
terminorum  numerum ,  tam  fit  implexus  ,  ut  fere  cal¬ 
culatoris  patientiam  fugiat .  Quare  cum  non  adhuc 


videam  quomodo  calculus  ad  commodiorem  formam 
reduci  debeat  ?  pofl  priorem  Lunaris  orbitae  corre¬ 
ctionem  ,  cognitis  jam  praecipuis  aequationum  nomi¬ 
nibus  ,  atque  argumentis  ,  ad  coefficientes  fmgulos  ac¬ 
curatius  determinandos ,  interim  mallem  fubfidia  ,  & 
compendia  illa  proponere  ,  quae  extra  calculi  feriem 
haberi  poffunt . 

XIV. 

In  primis  autem  manifellum  efl,  quod  cum  aequa¬ 
tio  —  2  9  .  Sin.  Z  —  (p\  Sin.  2  Z  &c.  ,  quae  dici 

4 

folet  aequatio  centri  ?  eadem  fit  ,  quae  haberetur  fi 
Luna  fublatis  viribus  perturbatricibus  ellipfim  circa 
Terram  in  foco  pofitam  defcriberet  ,  &  conflans  ellip- 
feos  excentricitas  eifet  9  ,  &  anomalia  media  Z  a  dato 
loco  fummae  apfidis  fupputaretur  ;  aequatio  alia  k-27 r  . 
Sin.  (  £  _-  2  /z  £ )  ,  quae  etiam  dicitur  eveCtio  ,  eadem 
efl ,  quae  haberetur  fi  prior  ellipfis  fic  variaretur  pro 
varia  Solis  diftantia  a  loco  apogaei  medio  ,  ut  quidem 
media  excentricitas  effet  9  ^  fed  tamen  vera  excentricitas 
ad  tempus  datum  effet  +  1.  Cos.  z  n  ^ ,  &  Sinus  aber- 

•  n  1  1  1  •  /y  7 r  •  Sin.  in  7 

rationis  aplidum  a  loco  medio  exlet  - ^ - - — •  > 

r  9  -4-  7T-  Cos.  2  n  1 

quemadmodum  in  Obferv.  I.  ,  &  in  Prop.  xv«  Lib.  IIL, 


explicatum  eft  .  Deinde  patet  aequationem  A.  Sin. 
(  2  ^  2  /z  ^  )  ,  quae  fimpliciter  variatio  dicitur  ,  ref- 

pondere  alteri  ellipfi  circa  Terram  veluti  centrum 
defcriptae  ,  in  qua  pergendo  a  fyfigiis  ad  quadraturas 
augeatur  radius  veftor  ,  &  velocitas  projeftionis  jux¬ 
ta  Propos.  m.  minuatur  in  duplicata  ratione  Sinus  di* 
ftantiae  Lunae  a  Sole  Manifeftum  eft  infuper  , 

juxta  Propos.  v.  ,  aequationem  Nn ). 


Sin.  (  i  _  n  ^  )  ,  quae  dici  folet  variatio  fecunda  ,  exhi¬ 
beri  poffe  ft  intelligamus  ellipfim  hanc  pofteriorem 


quantitate  — (  i  N 3  )  Solem  &  fyfigias  verfus 


16  a 


3  n2  N 


tranfponi,  &  projeftionis  velocitatem  quantitate  ~g- 


Cos.  (  £  _  n  1 )  majorem  efle  quam  in  ellipfi  ,  quae 
circa  Terram ,  veluti  centrum  ,  aut  focum  defcriberetur  . 

XV. 


Quod  fi  igitur  elementa  illa  ,  quae  ex  Theoria  minime 
pendent  ,  mediae  excentricitatis  Lunaris  orbitae  ,  &  ex- 
centricitatis  maximae  aut  minimae  ,  fumamus  ex  obfer- 
vationibus  ,  ac  fiat  9  =  o  ,  05  505  ,  &  7r  =  o  ,  01 168  , 
pofita  ut  antea  aequatione  centri  ,  erit  maxima  aberra¬ 
tio  apfidum  a  loco  medio  120  15  Lunae  eveftio 
evadet  1°  20 1  i8?/.  Sin.  (  £  2  n  ^  )  .  Deinde  vero, 
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per  Propos.  iv*  Libri  ejufdem  tertii,  femi-diameter 
mediocris  ellipfeos  alterius  Terrae  concentricae  ad 
differentiam  femi-axis  majoris ,  feu  minoris  fe  habebit 

ut  i  :  ^  72"  N\  ac  liet  Lunae  variatio  3  <  7i  2;/. 

2  4  ^N2  >  J  > 

Sin.  (  2  i  h-  z  n  ^  )  :  quae  quantitas  accuratior  cenferi 
debet ,  quod  li  in  Coroll.  II .  Propos.  n.  quantitatum 
etiam  inferioris  ordinis  habeatur  ratio  ,  adhuc  emergat 
eadem  proportio  radiorum  ellipticam  orbitam  ofculan- 
tium  in  fyfigiis  ,  &  quadraturis  .  Quare  cum  aequa¬ 
tione  centri  per  evedHonem  ,  &  variatione  per  aequa¬ 
tionem  centri  correfta  ,  juxta  Propos.  xxvm.  ,  & 

i 11 

xxix.,  prodeant  infuper  aequationes  5  ?  31  —  .  Sin. 

2/2{),  &  3'  5  iJJ.  Sin.  (2{>—2/z{dr{)  ,  ac 

fit  Lunae  reduftio  ad  eclipticam  >—23  Sin.  (2  {  ^  zn 
acceptis  ut  antea  litteris  X,&  Z  ,  erunt  correftae 
aequationes  h-  i°  \  6]  z67J.  Sin.  (2  X  — Z)  3  1  27 /7.  Sin» 
(  2  X -4- Z )  H—  40 1  20 Sin.  2  Z,-  i  1  24 /r.  Sin.  X. 

XVI. 

In  Luna  ob  quantitatem  excentricitatis  potior  efl: 
aequatio  centri ,  &  eveftio  ,  in  Satellitibus  autem  Jo¬ 
vis  ,  ob  fere  cpncentricas  orbitas ,  potiores  funt  aequa¬ 
tiones  ,  quae  primae  ,  &  fecundae  variationi  Lunae 
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refpondent .  Et  quidem  cum  Jovis  Satellitibus  ad  fe 
invicem  relatis  ratio  revolutionis  fynodicae  ac  perio¬ 
dicae  a  dupla  parum  deficiat,  &  4  ^  N  2  fi  t  quan¬ 
titas  ^valde  exigua ;  aequatio  primi  Satellitis  quae  ori¬ 
tur  ex  fecundo  ,  dimidii  gradus  ,  &  aequatio  fecun¬ 
di  ,  quae  ex  tertio  oritur  gradus  integri  in  oftantibus 
effe  poterit ,  fi  quantitates  materiae  in  Jove  ,  &  fe¬ 
cundo  ,  ac  tertio  Satellite  fint  1  ;  o.  000022  ;  o, 
000092,  ut  in  Propof.  xxxiv.  explicatum  eft .  Vi¬ 
dimus  /etiam  quod  aequationes  maximae,  quae  in  Jo¬ 
ve  ex  Saturni  a  Sidone ,  &  in  Marte ,  ac  Terra  ex 
Jovis  a  Sidone  ortum  ducunt ,  &  proportionales  funt 

Sinui  duplae  diftantiae  Planetae  attrahentis  ,  debent 

2 11 

elfe  ordine  -  3  1  3 6  14^  &  2—:  quae  omnia  cum 

aliis  Majeri  ,  Clairautii  ,  Baxlii  ,  &  Landii  nu¬ 
meris  fic  congruunt  ,  ut  ad  tabulas  condendas  pro  dato 
quolibet  diftantiae  angulo  unica  tantum  multiplicatione 
opus  fit .  DiStum  eft  infuper  quod  variatione  Lunae  per 
aequationem  annuam  ,  &  aequationem  medii  motus 
apfidum  correfta ,  ac  fimili  modo  evoluta  aequatione 
centri ,  &  redu&ione  omni  ad  eclipticam  ,  aliae  aequa¬ 
tiones  medii  motus  Lunae  in  longitudinem  effe  debent 
circiter 


/ 
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'  4r,-Sin.  (i  J-  Sin.  (  z  X  — F)  i '  47".  Sin.  (Z  +  f)H- 

15".  Sin.  (iZ+7)h-6'  51".  Sin.  zS-+-  46".  Sin.  (zS-t-Z)  _ 
Sin.  (zS^Z)-+-zri4".  Sin.  (i  X _Z  _F)  -+- 2 ' 5  Sin.  (2  X  _Z  h-  Y) 

XVIi. 

\ 

Ad  aequationes  latitudinis  quod  pertinet ,  in  Coroll.  L 
Propos.  xxv.  Lib.  III.  poli:  traditas  aequationes 
omnes  medii  nodorum  motus  ?  &  mediae  inclinationis 
Lunaris  orbitae  ad  eclipticam  ,  indicavi  quomodo  mo¬ 
tus  Lunae  in  latitudinem  poffit  fupputari  ,  correftam 
fcilicet  inclinationem  Lunaris  orbitae  ducendo  in  Si¬ 
num  diftantiae  mediae  Lunae  a  nodo .  Modo  cum 
indicatum  calculum  abfolverim ,  inveni  quod  fi  media 
inclinatio  ex  nuperrimis  obfervationibus  ftatuatur  50  <)  f 
8  ]\  correfta  latitudo  Lunae  efte  debet 

50  8r  29".  Sin.  S-t-  48"  Sin.  26'.  Sin.  (S+F) 

_  1 3  ".  Sin. (5—,  Z')-4-4~-.  Sin.  (i-t-Z)4-  8  —  Sin. 

10  - —  Sin.(iX_  S  Z)-+- 3 — .  Sin.(2X Sin.(iX~.5'  — Z) 
4  4 

Tertiam  &  quintam  ex  novem  hifce  aequatio  nibus  non 
attigit  Clairautius  ,  quartam  vero  duntaxat  ftatuit  — 
io".  Sin.  (^Z)  ,  eo  quod  loco  diftantiae  mediae  S 
Lunae  a  nodo  in  conftruendis  tabulis  adhibuerit  diftan- 
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tiam  mediam  ope  aequationis  menftruae  if  5 JJ.  Sin. 
Z  ,  &  annuae  ^io;  23  r/„  Sin.  Y  correftam  .  Primae  , 
fecundae  ,  &  fextae  aequationis  coefficientes  iidem 
fere  funt  qui  apud  Clairautium  ,  &  Majerum 
in  Londinenfi  editione  tabularum  ,  quam  Grenovicii 
in  Anglia  cum  effem  videre  licuit  .  Aequationum  tri¬ 
um  pofteriorum  coefficientes  apud  Clairautium  funt 

irr  irr 

23  ’  i77/?  apud  Majerum  3.  j11-,  2.  2^  &15 /r. 

XVIII. 

His  itaque  omnibus  compendiis  aequationes  motus 
Lunae  in  longitudinem  ac  latitudinem ,  quaeque  apo- 
gaei  ,  &  nodorum  motum  ,  ac  variationem  inclinatio¬ 
nis  orbitae  refpiciunt,  fupputari  poffimt  facillime,  & 
calculus  adeo  eftfimplex,  ut  per  fe  ipfum  quifque 
numeros  omnes  perfequi  ,  atque  in  coelefti  Phyfica  brevi 
erudiri  poffit .  Altera  autem  methodus  ,  quam  initio 

hujus  opufculi  propofueram  ,  cum  incommodum  habeat 
calculi  prolixioris ,  tum  etiam  pluribus  commodis  fe 
fe  commendat ,  ut  quod  maxime  omnium  direfta  fit , 
quod  veram  radii  veftoris ,  &  motus  medii  quantita¬ 
tem  exhibere  poffit  ultra  quofcumque  corre&ionis  li¬ 
mites,  quodque  una  fimul  operatione  inaequalitates 
Lunae  omnes  attingat ,  nec  dubium  ullum  relinquat 
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an  quae  fingillatim  quaeruntur  afficiant  fe  fe  invicem 
ac  turbent .  Primo  enim  iple  rei  ordo  videtur  poftu- 
lare  ut  definiantur  vires  juxta  vetlorem  radium  exer¬ 
citae  ,  five  quae  ex  mutua  attra&ione  profluunt ,  five 

quae  exfurgunt  ex  motu  proje&onis ,  quaeque  cum  in 
partem  a  centro  averfam  tendant ,  appellantur  vires 
centrifugae  .  Datis  viribus  omnibus  quibus  Luna  juxta 
veftorem  radium  afcendit ,  aut  defcendit ,  cum  vis 
acceleratrix  dufta  in  elementum  temporis  aequetur 
elemento  fpatii  percurfi  ,  tempus  autem  data  velocita¬ 
te  projeftionis  proportionale  fit  areae  defcriptae  ,  & 
velocitate  aufta  vel  imminuta  varietur  in  ratione  ea¬ 
dem  reciproca  j  illico  exfurget  differentialis  aequatio 
problematis  ?  atque  integrapdo  patebit  quod  incremen¬ 
tum  ,  aut  decrementum  veftoris  radii  haberi  debeat * 
In  ea  vero  radii  veftoris  expreffione  nonnulli  occur¬ 
rent  termini  exigui ,  qui  eamdem  ,  quae  quaeritur  ? 
differentiam  diffantiae  a  centro  involvent :  unde  valo- 
rem  primo  erutum  fubftituendo  ?  &  terminos  alios  ex 
aliis  corrigendo  ad  verum  radii  veftoris  valorem  ac¬ 
cedere  quifque  poterit  quantum  voluerit .  Hoc  pofito 
cum  motus  angularis  data  velocitate  proje&ionis  fit  ut 
quadratum  ve&oris  radii  reciproce ,  &  dato  veftore 
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radio  varietur  in  fimplici  ratione  velocitatis ;  nova  in-* 
tegratione  colligentur  aequationes  lingulae  medii  mo¬ 
tus  ,  quae  verae  luminarium  dift antiae  ab  invicem  ,  & 
a  nodis ,  ac  fumma  aplide  refpondent  -9  nec  nili  folitis 

fubftitutionibus  erit  opus  ,  ut  aequationum  argumenta 
convertantur  in  alia  totidem  ,  quae  non  quidem  veras 
ab  iiidem  locis  diftantias ,  fed  medias  tantum  defignent . 
Quare  cum  in  nova  hujufmodi  folutione  non  nili  pro- 
lixitas  calculi  occurrat ,  quam  piget  modo  Typographi 
patientiae  committere  ,  cumque  in  dies  etiam ,  interim 
dum  haec  eduptur ,  plura  compendia  fe  fe  offetant  , 
quibus  calculus  in  limpliciorem  formam  contrahatur  , 
polliceri  aufim  me  brevi  totam  folutionem  problematis 
prolaturum,  in  qua  nihil  neque  ad  rigorem,  neque' 
ad  fimplicitatem  deficere  videatur  . 


